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Para todo aquel estudiante de pre-grado en busca de un libro sobre Andlisis Com-
plejo en castellano.
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Nota al lector

Este libro tiene sus origenes en el curso de Andlisis Complejo en el Departa-
mento de Matemadtica de la Universidad de Buenos Aires dictado durante el
primer cuatrimestre de 2017. Comenz6 como un conjunto de notas para cada
seccion del curso —que es claro en el ntimero y titulos de los capitulos para
aquellas personas que lo cursaron— que complementaron las clases tedricas
usuales. Eventualmente, se tom6 la decisiéon de amalagmar las notas en forma
de libro, y editarlo en forma acorde. Hemos incluido, al final de cada capitulo,
los ejercicios que usamos en ese curso y, como a priori son independientes del
contenido de este libro, puede que el lector advierta repeticiones o ejercicios
que resolvemos, en forma de teorema, por ejemplo, en éstas notas.

Comentarios o correcciones: pedro@maths.tcd.ie.
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Capitulo 1

Numeros complejosy
funciones complejas

It shall be possible in every case to form the product of two right lines from one
of its factors in the same manner as the other factor is formed from the positive
or absolute line set equal to unity. That is:
Firstly, the factor shall have such a direction that they both can be placed in the
same plane with the positive unit.
Secondly, as regards length, the product shall be to one factor as the other factor
is to the unit. And,
Finally, if we give the positive unit, the factors, and the product a common
origin, the product shall, as regards its direction, lie in the plane of the unit and
the factors and diverge from the one factor as many degrees, and on the same
side, as the other factor diverges from the unit, so that the direction of the angle
of the product, or its divergence from the positive unit, becomes equal to the
sum of the direction angles of the factors.

Caspar Wessel (1745-1818) en [Wes].
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1. Conceptos basicos

El cuerpo de nimeros complejos

Definimos sobre el R -espacio vectorial R? un producto, de forma que para ca-
dapar (x,y)y (x,y) de vectores en R?,

Y)Y =ax —yy, xy +x'y) (1.1)

La funcién x € R — (x,0) € R? identifica a R con un subespacio de R? y es-
cribiremos x al vector (x,0) € R? en lo que sigue. En particular 1 = (1,0) es la
unidad para la multiplicacién (1.1). Si definimos i = (0, 1) resulta que i> = -1,y
que todo vector en R? se escribe de forma tinica como x + iy con x, y € R.

Proposicion 1.1. Con la suma usual y el producto (1.1), el R-espacio vectorial
R? es un cuerpo.

Notamos por C al cuerpo (R2,+,-,1) y lo llamamos el cuerpo de los niimeros
complejos. Un elemento de C se llama un niimero complejo, que solemos notar
genéricamente por z.

Demostracion. Por su definicion, estd claro que el producto que definimos en C
es R-bilineal, es ademds conmutativo porque el producto en R lo es, es una ve-
rificacién directa ver que este producto es también asociativo, y ya vimos que 1
es la unidad multiplicativa. Resta ver que todo ntimero complejo no nulo admi-
te un inverso multiplicativo. Dado z = x+iy € C no nulo, el lector debe verificar
que

-1_ X7ty

X2+ 2

es el nimero complejo buscado. O

Dado un nimero complejo z=x+iy € C, la norma de z es el nimero real no
negativo /x2 + y2 que notamos |z|, y no es otra cosa que la norma usual del
vector (x, y) € R?. El niimero complejo conjugado de z es el nimero complejo
X — iy que notamos z. Parte de la demostracién anterior afirma entonces que si
z#0,

z7 1= i

|2

es el inverso multiplicativo de z. Decimos que x es la parte real de z y escribi-
mos Rz = x, ydecimos que y es la parteimaginaria de z y escribimos Sz = y. El
R-espacio vectorial R? estd munido de un producto interno usual que se trans-
porta a C. Dado otro niimero complejo w = x’ + i ', una verificacién inmediata
prueba que (z, w) = R(zw).
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El conjunto C es un espacio métrico completo con la métrica entre vectores
z,w € C dada por
d(z,w) =lz—wl,

que llamamos la métrica usual. Ademas, vale que el producto C xC — C es
una funcién continua, pues para cada z, w € C vale que |zw| = |z||w|. Por otro
lado, la conjugacién C — C es un homomorfismo de cuerpos, pues1=1y0=0
y, dados z, w € C, vale que

Zw=zw y Z+w=z+w,
que ademas fija puntualmente a R. El lector deberia verificar la validez de las
siguiente propiedades para z, w € C; la primera de ellas extiende nuestra tiltima
afirmacion.

(1) z=z < zeR. 5B) (z,w)=(z,w)

(2) Rz= %(z+2) (6) (z, w)? + (iz, w)? =|z*|w/?
® 32=5-(z-2) @) 1z wl < |zl w]

@) z=2z ®) lz+wl* =|zI* +2(z, w) +|w|*

Funciones con valores complejos

Sea X un espacio métrico. Notamos por ¥ (X) al conjunto de funciones con-
tinuas f : X — C, y lo llamamos el espacio de funciones continuas sobre X.
Un elemento de € (X) es una funcién compleja sobre X; cuando X este im-
plicito por contexto, hablaremos simplemente de funciones complejas. Dadas
dos funciones f, g € €(X) y A € C, quedan definidas funciones f+ g, f-gy Af,
también continuas, de modo que para x € X,

(f+ ) =fx)+gkx), (f-89x) =f(x)gkx), AN x) =Af(x).

Llamamosa f+glasumade fyg,a f-gel productode fygyaAf el produc-
to escalar de A con f. Es inmediato que la suma y el producto por escalares asi
definido le da a € (X) una estructura de C-espacio vectorial. Adema4s, la asigna-
ciébn C — ¥ (X) quelleva A € C ala funcién con valor constante A, que también
notamos A, identifica a C con un subespacio de € (X) de forma que el producto
escalar de A con f es el producto de la funcién constante A con f. Mds aun, el
producto de € (X) es C-bilineal y conmutativo, y tiene unidad la funcién cons-
tante 1, que le da a € (X) la estructura de una C-4lgebra conmutativa.

Fijemos una funcién compleja f sobre X. La parte real de f es la funcién
Rf : X — R tal que Rf(x) = R(f(x)) para cada x € X, y la parte imaginaria
de f eslafuncion Sf: X — R tal que Sf(x) = S(f(x)) para cada x € X. De las
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definiciones deducimos que f queda univocamente determinada por su parte
real y su parte imaginaria, y es costumbre notarlas por u y v, respectivamente,
asi tenemos la igualdad f = u+iv en €(X). La funcion conjugada de f es la
funcién f: X — Ctal que ?(x) = W para cada x € X, y el médulo de f esla
funcién | f|: X — Rtal que | f|(x) = | f(x)| para cada x € X.

2. Elplano complejo extendido

Proyeccion estereografica

El R-espacio vectorial C se identifica con subespacio de R3 via la funcién lineal
z=x+iyeC— (x,y,0) € R3. Notamos por N al polo norte (0,0,1) de la esfe-
ra unidad S? en R® y definimos la proyeccién estereogrdfica desde N como la
funcién

7:S~N—C

X+
(x,y, u) — 1 Y

—u

Proposicion 2.1. La proyeccion estereogrdfica desde N es un homeomorfismo y
su inversa estd dada por
0:C— S*~N

2Rz 23z |z -1
1+]z2" 141212 1212 +1)°

Notemos que para v € 2~ N el punto 7(v) no es otra cosa que la interseccién
de larecta que pasa por vy N con C.

Demostracién. Por construcciéon tanto 7 como 6 son funciones continuas, don-
de S? estd munida de la métrica usual entre puntos de R® y C con la métrica usal
entre puntos de R?. Dejamos al lector la verificacién de que son inversas una de
la otra. O

La proposicién anterior le da a C una nueva métrica d, conocida como la mé-
trica cordal, inducida por la métrica de S? tal que

2|z—w|

A& W) = D+ D)2’

y prueba que los abiertos de esta métrica coinciden con los abiertos de la mé-
trica usual.
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El punto en el infinito

Escribimos co a un elemento fuera de C, que llamamos el punto en el infinito, y
notamos por C* al conjunto C U {oo}. Extendemos la definicién de las funciones
7y 6 de forma que

7(0,0,1) = o0 y 0(c0) = (0,0, 1).

Definimos una base de entornos abiertos de co en C* por el conjunto de anillos
infinitos
A(r) ={z€C:|z| > riu oo}

para r > 0 de modo que una sucesion (z;) € C* tiende a oo si y solamente si,
para todo r > 0 estd eventualmente en A(r). Notemos que, con esta extension
de 7 y 6, obtenemos para z € C que

d(z,00) 2
yOO) = —""575
1+ |Z|2)1/2

por lo que segiin nuestra definicién anterior, (z,) € C converge a oo si y sola-
mente si d| (z,00) — 0. Notemos, ademas, que si (v;;) es una sucesiéon en S2 que
converge a (0,0,1), su imagen en C* converge a co. Reciprocamente, si (z,) es
una sucesién en C* que converge a co, su imagen en S? converge a N. Est4 clara
ahora la validez de la siguiente proposicién.

Proposicién 2.2. Las funciones extendidas i : S> — C* y0 : C* — S? son ho-
meomorfismos inversos.

Esto prueba que C* es un espacio métrico compacto, en particular completo,
y que contiene a C como un subespacio abierto denso. Recordemos que en es-
te caso el espacio métrico C* se llama la compactificaciéon por un punto de C
o compactifiacién de Alexandroff de C, y la propiedad anterior lo caracteriza
univocamente. Es usual llamar al espacio métrico C* la esfera de Riemann.

Proposicion 2.3. La proyeccion estereogrdfica desde N lleva circulos en la esfera
a circulos o lineas en el plano complejo, y reciprocamente.

Demostracién. Consideremos primero un circulo en la esfera, que se obtiene
intersecdndola con un plano I1 de ecuacion

Ax+By+Cu=D.
Usando ahora coordenadas z = x + iy en C con 6, obtenemos la ecuacién
(C—D)(x*+y*) +2Ax+2By+D—-C =0,

que es una recta si C = D y es un circulo en otro caso. Reciprocamente, vol-
viendo sobre nuestros pasos obtenemos que toda linea o circulo en el plano
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complejo es la imagen de un circulo en la esfera. Ademas, el plano IT pasa por
N siy solamente si C = D, que prueba que las rectan se obtienen de los circulos
que pasan por el polo norte, y que los circulos se obtienen de los restantes.

Ejercicio 2.1. Dado un plano arbitrario como el de la demostracion, jcudles
son condiciones necesarias y suficientes sobre A, B,C y D para asegurarse que
su interseccién con la esfera es un circulo?

La funcién continua C* — C* tal que z— z ™! si z # 0,00 y tal que 0 — oo €

oo — 0 nos permitird transportar definiciones usuales en C a definiciones en
un entorno de co, como veremos mas adelante.

Extendemos parcialmente las operaciones de C a C* de forma que z+ oo =
z — o0 = oo para todo complejo z € C. Definimos también para z # 0, z- 0o = oo,
00-00 = 0o. Finalemente, ponemos z/o0o0 = 0, 00/ z = 00,y 2/0 = 00, en este tltimo
caso asumimos que z # 0.

3. Derivadas complejas

Definicién y propidades elementales

Fijemos un conjunto abierto Q de C, una funcién f : Q — C y un punto c € Q.
Decimos que f es derivable en c si existe una funcién f; : Q — C, continua en
¢, tal que

f@=f)+ filz)(z—c).

En tal caso notamos f’(c) al ntimero fi(c) y lo llamamos la derivada de f en c.
Esta condicién equivale a que exista el limite
c+h)—fl(c

lim —f( )= f(©) (1.2)

h—0 h
que en tal caso es igual a fj (c). De la definicién deducimos que si f es derivable
en ¢, es continua alli.
Todas las reglas usuales de célculo para derivadas reales valen para las deriva-
das de funciones complejas, y la demostracion de su validez es idéntica a la que
damos en el caso real, por lo que la que la omitimos.

Proposicion 3.1. Sea g:Q — C otra funcién, y supongamos que f y g son am-
bas derivables en c € Q.

(1) C-linealidad. Si A € C entonces f + Ag es derivableen c y

(f+18) () = f'(c)+ 18 (0).
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(2) Regla de Leibniz. El producto f g es derivableen c y
(f8)' (@)= f'le)gle) + fe)g ().
(3) Cocientes. Si g(c) #0, el cociente f /g es derivableen c y

flege)-flog'e
g(c)? '

(f18) () =

(4) Regla dela cadena. Si h:Q; — Q es derivable en ¢, y h(c1) = ¢, entonces
gohesderivableenc, y

(go)'(c)=¢"(c)-H'(c1).

Como ejercicio, el lector puede verificar que todo polinomio complejo es de-
rivable en cualquier punto de C, y que su derivada compleja se calcula de la
misma manera que en el caso real. Asi, por ejemplo, la derivada de z* es 2z.
Decimos que f es holomorfa en c si es derivable en un entorno abierto de c,
y que es holomorfa en Q si es holomorfa en cada punto de Q. Por definicién
resulta que el conjunto de puntos de Q donde f es holomorfa es un conjunto
abierto. Una funcién holomorfa en C se dice entera.

Relacion con la derivabilidad real

Dado que f es una funcién de un abierto de R? a R?, tiene sentido considerar
la derivabilidad real de f tanto como su derivabilidad como fue definida en la
seccion anterior. Escribimos, como antes, u=Rfy v =Sf.
Recordemos que f es R-diferenciable en c si existe una transformacion lineal
T :R?> — R?, que llamamos la derivada total de f en c y notamos D f(c), tal
que

lim If(c+h)—f(e)-Df(c)(h) —o.

h—0 |h|

Recordemos, también, que si esto vale tanto u como v admiten derivadas par-
ciales en ¢, y que la matriz de D f(c) en la base canénica de R? est4 dada por

6—”(6) a—u(C)
D¢(o) = glji 9y

Y el
0x oy

La relacidén entre la derivabilidad y la R-diferenciabilidad de f es el contenido
de la siguiente proposicién.

Proposicion 3.2. Son equivalentes
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(1) f esderivableenc,
(2) f esR-diferenciable en c y vale que

2= 2o=-20, a3
ox ~  dy y oy~ ox '
(3) f esR-diferenciable en c y la derivada total de f en c es C-lineal.

En tal caso f’(c)—a—u(c)+i@(c)—@(c)_ia_u(c)
'  ox dx ~ dy oy

Llamamos al par de ecuaciones (1.3) las ecuaciones de Cauchy-Riemann para
fenc.

Demostracién. Supongamos que vale (1). En primer lugar, afirmamos que la
funcién f es R-diferenciable en c: en efecto, la multiplicacién por el escalar
f'(c) es una transformacién C-lineal y luego R-lineal, y sila notamos T : C — C,
sabemos que

lim L€t - fle-T(Hh) _
h—0 h
En el limite (1.2) podemos considerar el caso en que h se aproxima a cero por
la recta real o por la recta imaginaria. Si ¢ = a + bi, en el primero de los casos,
tal limite es igual a

0.

. u(a+t,b)—u(a,b) .via+t,b)—v(ab)

y en el segundo es igual a

. u(a,b+1t)—u(a,b) v(a,b+t)—v(a,b)
lim - + .
t—0 it t
Esto prueba, primero, que existen las derivadas parciales que aparecen en (1.3)
y segundo, que tales ecuaciones valen, por lo que (1) = (2). Supongamos que
tales ecuaciones valen y que f es R-diferenciable en c. La transformacién lineal
Df(c) es tal que

D = ou 0v D . ou ov
flo) = 6x(6)+zax(6), flo0)= ay(C)+tay(C),
y es C-lineal si y solamente si iD f(c)(1) = Df(c)(i), que no es otra cosa que
una reescritura de las ecuaciones (1.3). En este caso, Df(c) es la transforma-
cién C-lineal dada por la multiplicacién por A = D f(c)(1), y la condicién de
R-derivabilidad dice que

lim |f(c+h)—f(c)—Ah| —0
h—0 | Rl

lim flc+h) - f(o) _
h—0 h

esto es, que

A.
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Concluimos que f es derivable en ¢y que f’(c) = Df(c)(1), que, junto con las
ecuaciones de Cauchy-Riemann, dan la dltima afirmacién de la proposicion.
O

Una transformacién lineal T : C — C es C-antilineal si la transformacién li-
neal z— T'(Z) es C-lineal. El siguiente lema nos permitird dar una escritura ge-
neral y conveniente de la derivada total de f en c en términos de sus derivadas
parciales, y también obtener una reescritura muy compacta de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann.

Lema3.3. Sea T :C — C una transformacién R-lineal. Existen tinicos escalares
A, peC tal que
T(z) =puz+Az.

Ademds, T es C-lineal si y solamente si A = 0, y es C-antilineal si y solamente si
@ =0. En el primer caso T es la multiplicacién por T(1), y en el segundo caso T
es la conjugacion seguido de la multiplicacién por T (1).

Demostracién. Dado z = x+ iy, la R-linealidad de T garantiza que

T(z)

xT(l) +yT(i)

= %(T(l) —iT(i)z+ %(T(l) +iT(i)z
= uz+Az.

Esto prueba la existencia y la unicidad de tales escalares, pues se obtienen de
los valores T(1) y T(i), que determinan y estdn determinados univocamente
por T. Ademés g =0siysélosi —iT(1) = T(i),yenestecaso A =T(1),yA=0
siys6losiiT(1) = T(i), y en este caso u = T(1), que da la segunda parte del
lema. O

Definimos la derivada de f respecto de x en c y la derivada de f respecto de y
en c por
ov ov
—f( )= —(C)+la—(6) y —f( )= _y“)”@(c)’
respectivamente. Notemos que no son otra cosa que Df(c)(1) y Df(c)(i), asi
aplicando el lema a la funcién lineal D f(c), obtenemos que para todo z € C
vale la igualdad

0
Df(c)(z) = —f(C)Z+a—]_C(C)z
donde
of n_1(of "f ) of 1(% of )
az(C)—z( (@—i=—(o y ()—2 3 (c)+zay(c)
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son los escalares ¢ y A del lema, respectivamente. Los llamamos la derivada de
f respecto de z en c y la derivada de f respecto de z en c. Con esta notacion,
una reformulacién de la Proposicion 3.2 es la siguiente.

0
Proposicion 3.4. f esderivable en c siy solamente si esR-diferenciabley a_]_v (0=
z
0.

Llamamos a a% y a% los operadores de Wirtinger. Un calculo muestra que am-
bos son C-lineales y verifican la regla de Leibniz, y que ademas

0z 0z _

0z 0z
Esto permite el cdlculo de derivadas parciales de funciones de forma mas efec-
tiva que usando el cociente (1.2). Por ejemplo, si f(z) = |z|2 = zZz, entonces

g(c)—cg(c)—c
oz~ oz

0
asi f es derivable s6lo en ¢ = 0. En ese caso, como 6_f (¢)=¢, f'(0)=0.
z

Funciones conformes

Una transformacion lineal inyectiva T : C — C preserva dngulos si para cada
par de nimeros complejos no nulos z, w € C, vale que

< Tz Tw >_ < z w >
Tzl | Twl |zl lwl /~
Diremos que T preserva la orientacién si la matriz de T en la base canénica

tiene determinante positivo, y que T invierte la orientacion si esta matriz tiene
determinante negativo.

Lema 3.5. Una transformacion lineal inyectiva preserva dngulos si y solamente
si es C lineal o C-antilineal, y en el primero de los casos preserva la orientacion,
mientras que en el segundo la invierte.

Demostracion. Sea T : C — C inyectiva, y supongamos primero que preserva
dngulos. Como 1 e i son ortogonales, los nimeros T(1) = x+ iy, T(i) = x'+ iy’
son también ortogonales, ylo mismo es cierto para T (1—i) y T(1+1i). La primera

condicién implica que T(1) es un mdltiplo escalar de iT(i) = -y’ + ix/, y de
la segunda obtenemos que x? + y? = x"2 + y'?, asi T(1) y T(i) tienen la misma
norma. Resulta entonces que T(1) = iT(i) o que T(1) = —iT(i): en el primer

caso T es C-antilineal, y en el segundo es C-lineal. Notemos, ademads, que en el
primer caso el determinante de T es —| T3, y en el segundo caso es | T(1)|3.
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Si, por otro lado, T es C-lineal o C-antilineal, sabemos que z — T(z) 0 z —
T (Z) es la multiplicacién por T'(1) € C. Es inmediato verificar ahora que T pre-
serva angulos y, nuevamente, que su determinante es | T(1)|? en el primer caso,
en el que preserva la orientacién, y en el segundo caso es —|T(1) 12, en el que la
invierte. O

Una transformacién lineal T : C — C que preserva los dngulos y la orientacion
se llama una transformacion lineal conforme. Decimos que f es conforme en
¢ si su derivada total en ¢ es una transformacion lineal conforme.

Proposicién 3.6. La funcién f es conforme en c siy solamente si es derivable en
cyflc) #0.

Demostracion. Si f es conforme en ¢, entonces D f(c) es C-lineal, por lo que
f es derivable en c. Como D f (c) es inyectiva, es un isomorfismo, y su determi-
nante, que es | f'(c) 12, es no nulo. Si, por otro lado, f esderivableen cy f'(c) #0,
deducimos que D f(c), que es C-lineal, es un isomorfismo. Luego es inyectiva,
y ya vimos que preserva dngulos. O

Siyy,72: (—€,&) — Q son curvas diferenciables que se intersecan en ¢, defini-
mos el dngulo entre’y, yy» en c como el dngulo entre Y/ (c) y v, (c). Notemos
por fiy1V f«Y2 alas curvas obtenidas al postcomponer a y; y y2 con f. El re-
sultado anterior y la regla de la cadena prueban el siguiente resultado.

Corolario 3.7. Si f es conforme en c, el dngulo entrey; yy» y el dngulo entre
f+Y1 Y f+Y2 en c coinciden.

4., Funcionesen C*

Funciones continuas en el infinito

Consideramos ahora el espacio de funciones continuas €6 (C*). Dado que C es
un subconjunto abierto y denso de C*, tenemos una funcién de restriccién

r:€C*"— <€)
que es inyectiva. Veamos cual es su imagen.

Proposicion 4.1. Una funcién continua f : C — C es la restriccion de una fun-
cién continua en C* si y solamente si existe y es finito L = lim,_.o, f(2). En tal
caso, la extensién F de f aC* es tal que

F(z):{f(z) sizeC,

L Siz =oo0.
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Demostracién. Supongamos que f es la restriccién de una funcién definida en
todo C*. Como F(oo) € Cycomo F es continua en oo, resulta que lim,_., f(z) =
F(00), que prueba que L existe y es igual a F(c0).

Reciprocamente, si existe tal limite, la definicién de F que dimos en el enuncia-
do del teorema pone en evidencia que F es continua en co. Como f es continua
en C, esta extension es continua en todo C*, que es lo que queriamos. O

Dada una funcién f : Q — C donde Q contiene un entorno perforado de co
en C, serd usual mds adelante que usemos la notacién f(oo) para lim,_.., f(2),
siempre que este limite exista (posiblemente en C*). El lector deberia poder
probar las siguientes proposiciones, cuyas demostraciones son similares a la
de la tltima proposicién.

Proposicion 4.2. Sea Q) un abierto deC, c un puntoenQy f:Q~c — C conti-
nua. Silim,_.. f(z) = oo, existe una tinica extension de f a una funcién continua
F:Q — C* tal que F(c) = oco.

Proposicion 4.3. Sea Q* un abierto en C* que contiene aoco y sea Q) el abierto de
C correspondiente. La funcion de restriccion

r:€@Q")—E€Q

es inyectiva, y su imagen consiste de las funciénes f en € (Q)) para las que existe
yesfinitolim,_., f(2).

Funciones racionales en C*

El espacio de funciones continuas C — C* no se presta a una descripcién sim-
ple como el caso del espacio € (C*). Contiene, sin embargo, un subespacio de
funciones que sera suficientemente 1til para nuestros fines. Veremos mads ade-
lante resultados teéricos que hardn mds concreta esta afirmacion.

Una funcion racional es un cociente f(X) = p(X)/q(X) de polinomios p,q €
C[X], donde g esno nuloy (p, q) = 1. Toda funcién racional f define una fun-
cién continua C~ Z — C, que tambien notamos por f, donde Z es el conjunto
de raices de g. Aunque lo demostraremos maés adelante, asumimos conocido
el hecho que, si g tiene grado d, existen A,¢,...,{s € C con s < d y naturales
my,...,ms tal que Y.7_, m; = d de forma que g(X) = A(X = &)™ ... (X = &)™,
Asi Z ={¢y,...,&s} ylafuncién f estd definida salvo en finitos puntos de C. Sea
1 el coeficiente principal de p.

Proposicion 4.4. Existe una tinica extension de f a una funcién continua F :
C* — C* tal que F(w) = oo para w € Z y tal que
0 sidegp <degqg
F(oo)={ uA™'  sidegp =degqg
0o sidegp >degq
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Llamamos al conjunto de todas las funciones C* — C* obtenidas de esta ma-
nera el cuerpo de las funciones racionalesy lo notamos C(z).

Demostracion. Veamos primero que lim,_.¢ f(z) = co para cadaraiz ¢ de q. Da-
do ¢ € Z podemos escribir a f como (z — &)"™h(z) donde h(z) es una funcién
racional que no se anula en ¢ y m > 0 es un nimero natural. Como / tiene limite
finito cuando z — ¢, es suficiente que probemos que lim,_.¢(z—¢) ™" = oo cuan-
do z — ¢, y esto es inmediato. Es igualmente de inmediato verificar que F(co)
es igual al limite de f en oo, por lo que queda demostrada la proposicién. O

El siguiente resultado justifica el nombre que le dimos al espacio C(z).
Proposicion 4.5. El conjunto C(z) es un cuerpo.

Demostracién. Sean f(X) y g(X) funciones racionales, y notemos por fy g a
las funciones que definen en C*. Definimos la suma de la funcién f + g como
la funcién racional que define f(X) + g(X), y el producto f - g como la funcién
racional que define f(X)g(X). El lector puede verificar que la funcién racional
1 eslaidentidad para el producto, que la funcién racional 0 es la unidad para la
suma, y que estas dos operaciones hacen de C(z) un cuerpo, donde si f(X) es
una funcién racional no nula, su inversa multiplicativa estd dada por la funcién
racional que define f(X)~!. O

Homografias

Lema4.6. Siuna funcion racionalenC* es inyectiva, estd definida por el cocien-
te de dos polinomios de grado a lo sumo 1.

Demostracién. Sea f una funcién racional en C*, y supongamos que esté de-
finida por un cociente f(X) = p(X)/q(X) de polinomios sin raices comunes. Si
f(00) = 00, entonces p tiene mayor grado que g y g no puede tener raices. Re-
sulta que f es un polinomio y si es inyectivo debe tener grado a lo sumo 1. Si,
por otro lado, f(oc0) < oo, py g tienen el mismo grado, y no puede tener raices
distintas, pues en ese caso f toma o dos veces el valor 0, o dos veces el valor
o0. Asi, f es una potencia N de un cociente g = ’gﬁg, que debe ser inyectiva si
f lo es. Pero entonces, resulta que g es biyectiva. Esto fuerza N =1y dalo que

queriamos. O

Notemos que si f = p/q es una funcién racional inyectiva, donde p y g son de
grado alo sumo 1, entonces
(1) Sip esconstante entonces g es de grado 1, y viceversa.

(2) Sip=az+byq=cz+dsonambosno constantes, no tienen raiz comun,
asipues ad — bc #0.
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Llamamos a una funcién racional biyectiva T : C* — C* de la forma

una homografia o transformacion de Mobius, y escribimos Mob(C*) al con-
junto de todas ellas. Por lo anterior, la condicién que T sea biyectiva es equiva-
lente a ac—db # 0y, en este caso, su inversa es

—-dz+b

T (2) = )
cz—a

Las homografias forman un grupo con operacién la composicién usual de fun-
ciones, esto es:

(1) la composicién de dos homografias es otra vez una homografia,
(2) la composicién es asociativa,
(3) la composicion tiene elementro neutro, la homografia identidad y,

(4) toda homografia tiene una inversa para la composicion.

Notamos por GL(2,C) al conjunto de matrices complejas inversibles de 2 x 2,
y lo llamamos el grupo general lineal —como su nombre lo indica, es tam-
bién un grupo, con operacién el producto usual de matrices, y unidad la matriz
identidad. Este grupo de matrices inversibles y el de homografias se relacionan
mediante una funcién sobreyectiva

®:GL(2,C) — Mob(C*)
A11Z+A12

P = Apz+ Ay’

Si ®(A) = T, diremos que A representa a T. El lector puede verificar que para
cada par de matrices A, B € GL(2,C), vale que

(1) ®(AB)=®(A)o®@(B),
(2) ©(A1) =idc~,
(3) ®(A) =idc+ siysblosi A=A1.

La seguna condicién prueba que si nos restringimos al conjunto de matrices
inversibles de 2 x 2 con determinante 1, que notamos SL(2,C) y llamamos el
grupo lineal especial, nuestra funcién @ sigue siendo sobreyectiva: si T es una
homografia y ®(A) = T, podemos tomar u € C tal que u? = det A, y entonces
A’ =y~ Atiene determinante 1y por (1) y (2), representa también a T. Adems,
SL(2,C) es un subgrupo de GL(2,C): contiene a la identidad, y el producto de
dos matrices con determinante 1 tiene, otra vez, determinante 1.
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Si tomamos ahora A, B € SL(2,C) que representan a T, existe A € C tal que 1A =
B, y luego, tomando determinantes, resulta que A> = 1, asi 1 = 1 o —1. Luego,
el grupo de homografias Mob(C™) estd en biyeccién con el conjunto de clases
de equivalencia de SL(2,C) para la relacion A ~ B <= A = *+B, que se nota
PSL(2,C) y se llama el grupo projectivo lineal especial. Nuevamente, como su
nombre lo indica, es un grupo, y la operacién estd inducida por el producto de
matrices: dadas dos clases {A,— A,} y {B,— B}, su producto es la clase {AB, — AB}.
Una homografia de la forma ¢,(z) = z + a se dice una translacién de direccion
a, una de la forma hj(z) = bz con b € R se dice una homotecia de factor b, una
delaformary(z) = ¢'%z es una rotacion dedngulo0,y 1(z) = z 1 esla inversion
a través del circulo unidad. Por simplicidad, hablaremos de translaciones, ho-
motecias e inversiones, y permitiendo que b sea complejo en hj, para incluir a
las rotaciones. Notemos que las matrices

01

[ o

o ) o )

representan a f,, hy, e 1, respectivamente. El lector deberia verificar que valen
las siguientes relaciones entre estas homografias:

(1) hgotp=tapohg,
(2) hgot=10hyq,

La siguiente proposicién muestra que estas tres transformaciones elementales
son suficientes para obtener cualquier otra homografia.

Proposicion 4.7. Toda homografia es una composicion de traslaciones, homo-
tecias e inversiones. Mds precisamente, sea T es una homografia:

(1) Si T(oc0) = oo, entonces T = hy o ty, para ciertos A, u € C, y esta escritura es
tnica.

(2) Si T(oo) = A €C, entonces T = tyohyotot; para ciertos u,T € C, y esta
escritura es unica.

Demostracién. Supongamos que T estd representada por A = [‘C’ g) condetA=
1. Entonces T fija a oo exactamente cuando ¢ =0y, en ese caso, T = hy o £, don-
deA=T(1)-T(0)yu=T(0).Si, por otro lado, ¢ # 0, como det A = 1 podemos

escribir
- L 1 a
c2z+dc! ¢’
que da una escritura de T como composicién de translaciones, una inversién y
una homotecia, como dijimos, donde A = %. Para ver la unicidad, supongamos

que tenemos una igualdad

fpohyototy =tyohyototy.
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Por la tltima observaciéon A = A’ = T(c0), por lo que
tohyjyoty =tohy oty
por la relacién (2) antes de la proposicién. Cancelando ¢, resulta que
hﬂ//ﬂ =ty_q.

Como hy;,(0) = 0, t;_; es una traslacion que fija el origen, asi 7 = 7/, y luego
p=p O

Lo anterior prueba que toda homografia depende solo de tres pardmetros, la
siguiente proposicién nos da otra forma, un poco mads ttil, de entender este
fenémeno.

Proposicion 4.8. Sean z),zy y z3 puntos distintos en C*. Existe una tinica ho-
mografia T :C* — C* tal que

T(z1) =0, T(z2) =1, T(z3) = o0, a saber,

_ (z—2z1)(z2 — 23)

T(z) = ——mM.
(@ (z—2z3)(22 —21)

En particular, para cada par de triples (z1, 22, z3) y (W1, W», w3) de niimeros dis-
tintos en C*, existe una tinica homografia T tal que

T(z1) = wn, T(z2) = wy, T(z3) = ws,
y se obtiene al despejar w de la igualdad

(z—2z1)(22 — 23) _ (w—w1) (w2 — w3)
(z—2z3)(z22—z1) (w—w3)(wr—un)

(1.4)

Notemos que en el caso que alguno de z;, z; 0 z3 es oo, tenemos que transfor-
mar a T en forma acorde. Por ejemplo, si z3 = co,

Demostracién. No hay mds que hace que evaluar a T en los puntos dados para
verificar que cumple la condicién pedida. Si S es otra homografia que cumple
esas condiciones, R = TS™! es una homografia que fija 0,1 e co. Como R(co) =
00, R es una homotecia seguida de una traslacion, y como R fija el origenyal 1,
R debe ser la identidad. O
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Razon doble e inversion

Dada una 4-upla (z, z1, 22, z3) de ntimeros distintos en C*, definimos la razén
doble (z, z1; 22, z3) usando el lado izquierdo de (1.4). Deducimos inmediata-
mente parte de la siguiente proposicion.

Proposicion 4.9. Toda transformacién de Mébius preservas las razones dobles.
Reciprocamente, toda transformacién de la esfera a si misma que preserva las
razones dobles es una transformacién de Mébius.

Demostracién. Sea T : C* — C* una transformacién de Mobius y tomemos
cuatro puntos distintos z, z1, 22, z3 en C*. Sabemos entonces que T queda de-
terminada despejando w de (1.4), y esto prueba que

(z,21;22,23) = (Tz, Tz1; Tzo, Tz3).

Reciprocamente, si T : C* — C* es una transformacién que preserva razo-
nes dobles sea wy = T(0), wp = T(1) y w3 = T(o00). Si z ¢ {0,1,00} entonces
z = (2,0;1,00) = (T(2), w1; w», w3) que permite despejar T(z) como la inversa
de una transformaciéon de Mdobius. O

Ya sabemos que toda transformacién de Mobius es una composicién de tras-
laciones, homotecias e inversiones. Es inmediato que las dos primeras llevan
circulos a circulos y rectas a rectas. Para probar la siguiente proposicion, es su-
ficiente que veamos que la inversion lleva circulos y rectas a circulos o rectas.

Proposicion 4.10. Las transformaciones de Mobius llevan circulos y rectas a
circulos o rectas.

Si consideramos a las transformaciones de Mobius como automorfismos de
§2, 1a proposicién dice que llevan circulos a circulos, donde las rectas quedan
representadas por los circulos que pasan por el polo norte.

Demostracion. Como dijimos, es suficiente que probemos que la inversion lle-
va circulos y rectas a circulos o rectas. La ecuacion general de un circulo o una
recta en C estd dada por

A(x2+y2)+Bx+Cy+D=0,

donde A =00 A # 0 acorde a si nuestro conjunto es una recta o un circulo,
respectivamente. Si dividimos la ecuacién anterior por x? + y* y pasamos a las
coordenadas dadas por z7! = (x/, ), obtenemos la ecuacién

A+Bx' —Cy +D(x" +y?) =0,

que es otra vez la de un circulo o una recta. De hecho, esto prueba que la ima-
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Figura 1.1: Tres puntos en un circulo determinan su centro.

gen de circulo que pasa por el origen bajo la inversién es una recta que pasa
por el origen, y que la imagen de un circulo que no pasa por el origen es otro
circulo. Prueba, ademas, que la imagen de una recta que pasa por el origen es
otra recta que pasa por el origen, y que la imagen de una recta que no pasa por
el origen es un circulo que pasa por el origen. O

Tomemos tres puntos distintos zi, zz, 23 en C que no son colineales. En tal ca-
S0, existe un unico circulo C que pasa por esos puntos, como ilustramos en la
figura siguiente.

Proposiciéon 4.11. Con la notacién anterior, un cuarto punto z € C estd sobre C
si y solamente si la razon doble (z, z1; 22, z3) es un niimero real.

Demostracion. En efecto, sea T una transformacién de Mobius que lleva (z1, z2, z3)
a(0,1,00) ysea w = Tz. Sabemos que T(C) es entonces un circulo o unarecta, y
como contiene a 0, 1,00 es necesariamente la recta real. Sabemos, ademads, que
(z,21;22,23) = w = (w,0;1,00), y ahora es evidente que w estd en R si y solamen-
te silarazén doble (z, z;; 22, z3) es real. Esto prueba lo que queremos. O

5. Grupos de homografias (Préx.)

Consideremos ahora algunos subgrupos de Mob(C*). En primer lugar, las ho-
mografias que fijan a co son exactamente aquellas que preservan al plano com-
plejo, y luego son todas de la forma T'(z) = Az + y, y llamamos al grupo de estas
transformaciones el grupo afin, que notamos por Aff(1,C). Este contiene como
subgrupo al conjunto E(C) de los movimientos Eulideos del plano, es decir,
aquellos que preservan la distancia entre dos puntos cualesquiera, y se obtie-
nen de las T € Aff(1,C) con |A| = 1.
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6. Ejercicios

Ejercicio 1. Expresar los siguientes nimeros complejos en la forma x + iy con

X, yER.
(1) a+2i)3 (5) (i+5)(i-1)(i-6)
@ — 6) (1+)V+(1—i) conveN
2-3i \3
-1+V3
5-3i)? @) “1£v3i
3 ( ) 2
1+ ]
4—17
@ Q+% ®) —

Ejercicio 2. Dado un ntimero complejo z = x + iy, definimos la parte real de z
por Rz = x, y la parte imaginaria de z por Sz = y. Determinar las partes reales
e imaginarias de los siguientes niimeros, en términos de las de z.

(1) Z2 (4) 1+2z (7) l—Z
) 21 1-2z 1+iz
z—1 6) 2 z

R 4 -
3 — ©) z ® 3

Ejercicio 3. Dado un niimero complejo z = x + i y, definimos su conjugado por
z = x—iy. Fijados niimeros complejos z y w, verificar las siguientes afirmacio-
nes.

(1) z=% < z€eR. @) zrw=z+w 7 Z=2z
) 1
@ T FT B Re=gleta (8) R(iz) = -3z
) 1 ]
3) zw=zw (6) SZ=E(z—z) 9) S(iz) =Rz

Ejercicio 4. La norma de un niimero complejo z es el numero real y no negati-
vo (z2)V2, y lo notamos |z|. Dado un segundo niimero complejo w, definimos
(z, wy =R(zw). En particular, (z, z) = |z|2. Verificar las siguientes igualdades.

W zl=2 @ (z,w) +(iz,w)* = |21 |wl?
|zl
(2) max(IRzl,ISzl) < |zl

@B (zw) =(z,w) 6) 12+ wl* = |zI* +2(z, w) + | w|*

5) Kz, w| < |zllw|
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Ejercicio 5. Deducir del dltimo inciso del ejercicio anterior la desigualdad trian-
gular
lz+ w| < |z| +|w|

véalida para cualquier par de ntimeros complejos z v w, y completar las verifi-
caciones para probar que la asignacién

zeC—|z|]eR
es una norma sobre el R-espacio vectorial C. Deducir que la asignacién
(z,w)eC— |z—w|eR
define una métrica en C, a la que llamamos la métrica usual.

Ejercicio 6. Angulos entre niimeros complejos. Teniendo en cuenta que (z, w)
es, en efecto, un producto interno en el R-espacio vectorial, probar que, fijados
zeCy a€R, el conjunto definido por la ecuacién

(z0,2) =«

es un semi-plano cerrado. ;Qué recta lo define? ;Qué interpretacén geométrica
puede dar en el caso que a = 0? Grafique.

Ejercicio 7. Circulos en el plano complejo. Fijemos zy € C y a € R. Probar que
el conjunto definido por la ecuacién

lz—zol =
es un circulo de centro zj y radio a.

Ejercicio 8. Transformaciones lineales.

(1) Probar que toda transformaciéon R-lineal T : C — C puede escribirse de
forma tinica como
T(z)=uz+ Az

donde p, A € C, y determinar éstos ntimeros en términos de T. Probar que
T es C-lineal si y solamente si A =0, y en tal caso T es multiplicacién por
T(1).

(2) Fijemosuna matriz A con coeficientes reales, y consideremos la transfor-
macioén R-lineal T: C — C que define A. Probar que son equivalentes:

» TesC-linealy
m Ajp=Apy A=A,

y que en tal caso T es la multiplicacidon por z4 = A1 +iA;.
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Ejercicio 9. Representacion matricial de los niimeros complejos. Probar que la
asignacién del ejercicio anterior define una biyeccién

x -
Aeﬂz{(y xy):x,yeR}MzAEC

de modo que z4+p = za + 2B, 2AB = 242B Y Zig = 1. Resulta el conjunto .# de
matrices un cuerpo con la multiplicacién y suma usual, isomorfo a C.

Ejercicio 10. Dado un niimero complejo z = a + ib, definimos
e =e“(cosb+isinb).

(1) Probar que para todo w € C vale que e“*% = e%e".
(2) Describir los nurheros complejos w para los que se verifica que e” = 1.

(3) Demostrar que si e* = e, entonces z y w difieren en un multiplo entero
de 2mi.

(4) Probar que e = eZ.

Ejercicio 11. Preservacién de dngulos.

(1) Mostrar quesiz= ref esla forma polar de z, entonces la transformacion
C-lineal T, dada por multiplicar por z se factoriza como una rotacién en
el plano de dngulo 0 seguida de una homotecia de factor r. Deducir que
T, preserva el dngulo entre dos vectores cualesquiera.

(2) Usando el Ejercicio 8, caracterizar todas las transformaciones R-lineales
T :C — C que preservan el dngulos entre dos vectores cualesquiera.

Ejercicio 12.Fijado v natural y wy un nimero complejo no nulo, probar que
existen v soluciones distintas a z¥ = wy.

Ejercicio 13. Mostrar que, paraf € R,

6, ,—if i6 _ ,—if
e’ +e . el —e
cosf = ——, sinf = ————.

2 2i

Generalizando el item anterior, definimos para z € C

eiz + e—iz . eiz _ e—iz
cosz= ——, sing= ——
2 21

(1) Comprobar que paratodo z€C,

2

cos? z +sin z=1, e'* =cosz+isinz.



22 | Ejercicios Andlisis Complejo

2
3)

4)

%)
(6)

()

Mostar que sin y cos tienen ambas periodo 27.

Mostar que los tinicos valores para los cuales sin y cos se anulan son los
valores reales usuales.

Probar que para z € C,

COSZ = COSZ, sinz =sinz.
Probar que sin y cos son funciones sobreyectivas.

Probar que las raices de sin y cos son las usuales, es decir, no aparecen
nuevas raices complejas.

Determinar los z € C tal que sin z es real, y hacer lo mismo con cos.

Ejercicio 14. Escribimos C al conjunto de niimero complejos junto con un sim-
bolo extra que notamos oo, y pensamos como el “punto en el infinito”. Notamos
S? ala esfera de radio 1 centrada en el origen en R3, y N = (0,0,1) al “polo nor-
te” de S2. La proyeccion estereogrdfican : S> — C envia naocoya P € 8~ (N}
an(P)=x+1iysi(x,¥0) eslaintersecciéon del plano con ecuacién x3 =0y la
recta PN.

ey
2)

3)

X1 +ixy
1-x3
Probar que 7 es biyectiva, y su inversa estd dada por

Probar que 7 (x1, X2, X3) = sixg#1.

@(z) = _1 (2Rz,29z lz|? - 1)
1+]z2 e ’

Calcular la imagen de las rectas con ecuacion Rz =0 e Sz = 0 bajo ¢.

Ejercicio 15. La funcion ¢ le da a € una métrica inducida por la métrica usual
de R3: si z, w € C, definimos

d(z, w) = o) — pw)ll.

(1) Verificar que d es, en efecto, una métrica en C, y que su restriccién a C es

2)

equivalente a la métrica usual, probando, por ejemplo, que éstas métricas
tienen las mismas sucesiones convergentes.

Comentario: Esto equivale a la afirmacién que ¢ y su inversa son conti-
nuas, por lo que no es valido usar esto en la demostracién.

Dados z, w € C, verificar que

2|z—w| ~ 2

d(z,w) = d(z,00)= —————.
(2, w) 1+ 12D 21+ |w2)1 2 yque (2,00) 1+ 212
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(3) Probar que C, d) es un espacio métrico compacto y, por lo tanto, com-
pleto.

Ejercicio 16. Sea C una circunferencia contenida en S? y sea I el tinico plano
en R3 tal que 1N S? = C. Mostrar que si C pasa por N entonces su proyeccion
en C es una recta, y en caso contrario es otra circunferencia.

Ejercicio 17.Probar que el conjunto de homografias es un grupo bajo la com-
posicién usual de funciones.

Ejercicio 18. Probar que dados tres puntos distintos z;, 22, z3 de C existe una
Unica homografia que asigna

Zl'—>0, Zz'—>1, Z3 —> OQ.

Deducir que lo mismo es cierto si reemplazamos 0, 1 e co por otros tres puntos
distintos de C.

Ejercicio 19.Sea a € C con |a| # 1. Probar que la homografia

Z—Qa

T(z) = l1-az

fija a la circunferencia unidad y lleva a a 0.

Ejercicio 20. Consideremos la asignacién

a b az+b
A—(C d)"—’TA(Z)

de matrices complejas no singulares a homografias. Decimos que A representa
ala homografia T,. Fijemos dos matrices no singulares Ay B.

(1) ;Qué homografia representa el producto AB?

(2) ;Qué homografia representa la inversa A~!?

(3) ;Qué homograias representan las matrices diagonales?

(4) ;Cuando dos matrices representan la misma homografia?
Ejercicio 21. Probar que una homografia fija la recta real extendida R si, y so-
lamente si, puede representarse por una matriz con coeficientes reales.

Ejercicio 22. Probar que una homografia tiene siempre al menos un punto fijo,
y si tiene tres, es la identidad.
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Capitulo 2

Series de potencias

One of the major results of the theory of complex variables is to reduce the study
of certain functions, including most of the common functions you can think of
(like exponentials, logs, sine, cosine) to power series, which can be approximated
by polynomials. Thus the power function is in some sense the unique basic fun-
ction out of which the others are constructed. For this reason it was essential to

get a good intuition of the power function.
Serge Lang (1927-2005)
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1. Elalgebra de series de potencias

Series formales

Una serie de potencias formal con coeficientes complejos es una expresion f =
Y ns0an X" donde (a;) es una sucesioén en C, y notamos por C [X] al conjunto
de series de potencias formales con coeficientes complejos. Solemos decir que
(an) es el término general de f —esta claro que una serie formal estd univoca-
mente determinada por su término general. Si f =Y ;50 an X"y g€ =Y pnso bn X"
son series de potencias, llamamos a la serie con término general (a, + by) la
sumade f y g ylanotamos f + g. Dado A € C, llamamos a la serie con término
eneral (1a,) el producto escalar de A con f, y 1o notamos A f. Estas dos opera-
ciones le dan a C [ X] una estructura de C espacio vectorial.

Las series de potencias formales pueden multiplicarse de forma completamen-
te andloga a los polinomios: dadas dos series f =Y ,,50a, X"y g =Y 120 bn X",
definimos el producto de f con g como la serie con término general (c,;) donde

cn=agb,+arby_1+---+au—1b1 +aubg,

ylo notamos fg. Con las dos operaciones anteriores y esta multiplicacién, que
es conmutativa, C [ X] es una C-dlgebra, esto es un C-espacio vectorial munido
de un producto C-bilineal y asociativo, con unidad la serie con término general
ap =1y a, =0sin>0. Ademads, el dlgebra de polinomios C[X] es una subalge-
bra, pues el producto y la suma de dos polinomios es otra vez un polinomio. El
siguiente lema prueba que toda serie formal cuyo coeficiente independiente es
no nulo admite una inversa para el producto de series.

Lema 1.1. Sea f = Y ,,59a, X" una serie de potencias formal. Entonces existe
una serie de potencias g tal que fg = gf =1 si, y solamente si, ay # 0. En este
caso, tal serie es tinica.

Demostracién. Supongamos primero que existe tal serie g, y que su primer
término es by. De fg = 1 obtenemos que agby = 1, asi ag # 0. Si, por otro la-
do, vale esta condicién, podemos asumir que ay = 1. Escribamos a f como
f=1- % faX" donde f;, = —a, para cada n > 0. Si existe g = Y. ,,50 bn X"

n=0
que cumple la condicién del lema, entonces la serie fg =) ,5¢ ¢, X" es tal que

co=Solp=1,asitop=1,yc,=0sin>0.Escribiendo esto explicitamente, obte-
nemos que si n >0,
bn = flbn—l +ee +fn—1b1 + bOy

que define inductivamente b, en términos de b; para 1 < j < n. Esto prueba
tanto la existencia como la unicidad de g. O

La serie g del lema se llama la inversa de f y la notamos f~!, decimos en este
caso que f es inversible.
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Corolario 1.2. Toda serie de potencias formal no nula f admite una expresion
tinica en la forma f = z™h donde h es una serie formal inversible y m = 0. Ade-
mds, | es inversible siy solamente si m = 0.

El niimero natural m se llama el orden de f y lo notamos o(f). Por convencion,
el orden de la serie nula es oo.

Demostracién. Dado que f es no nula, existe un primer natural m tal que a,, #
0. En este caso z’" es un factor de f y si escribimos f = zh, el término inde-
pendiente de la serie & es a;; # 0, asi es inversible. La unicidad de m esta clara,
y esto dalade h. O

Radio de convergencia de una serie

En lo que sigue fijamos una serie de potencias f(z) = }.,5¢ a,2". Definimos el
radio de convergenciade f como el supremo del conjunto {¢ = 0: |a,|t" es acotada},
ylo notamos Ry. Observemos que Ry puede tomar cualquier valor entre 0 e co.
Veamos que este nimero es la eleccién apropiada de un “radio de convergen-
cia”. Comenzamos con un lema preliminar.

Lema 1.3. (Abel) Si existe una constante positiva s tal que la sucesion (|a,|s") se
mantiene acotada, la serie f converge absolutamente en cualquier disco centra-
do en el origen y de radio menor a s.

Demostracién. Dado 0 < r < s, sea g =rs . Entonces 0< g <1, ysi M es una
constante tal que |a,|s" < M para todo n = 0, deducimos que

lanlr™ =l1anls"q" < Mq"

para todo ntimero natural n. Como la serie geométrica de pardmetro g conver-
ge, lo mismo es cierto para la serie con término general |a,|r", como queria-
mos. O

Del lema anterior, deducimos que si f converge para algin zy no nulo, conver-
ge en todo punto del disco B(0, |zyl). Ademads, ahora es claro el siguiente resul-
tado, que afirma que B(0, Ry) es el disco abierto mds grande donde f converge.
Lo llamamaos el disco de convergenciade f.

Teorema 1.4. La serie f converge absolutamente en B(0, Ry) y diverge en todo
punto fuera de B(0, R ). Ademds, R f‘l es igual al limite superior de la sucesion
(an''™.

Demostracién. La primera afirmacién se sigue inmediatamente del lema, asi

que resta ver la validez de la segunda. Para esto, sea Sy = limsup,,_, . (|ax| 1ny y
-1 _

veamos que Sf =Ry.
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Supongamos primero que Ry es infinito. Entonces para todo 7 > 0 la sucesion
{la,|t"} se mantiene acotada. Ahora, si M > 0 es una constante, MYn 1, y
de esto y lo anterior deducimos que limsup |a,|'/"t < 1 para todo ¢ > 0, y lue-

go debe ser el caso que S r=0.8i, ponr (())?ro lado, Ry = 0, entonces podemos
construir una sucesion n; = np = --- de naturales tal que |a,;| = j "j por lo que
limla,,jll”’f — 00, yluego Sy = co.

Podemos considerar ahora el caso que Sy es finito y positivo. Por lo anterior,
lo mismo debe ser cierto para R . Supongamos que ¢ < S}l. Entonces existe un
natural N tal que si n = N tenemos Ianll/” <t L y luego la sucesion (|a,|t™) se
mantiene acotada. Asi, £ < Ry. Esto prueba que S}l < Ry.

Supongamos, por otro lado, que ¢ > S}l ytomemos ¢ > s > S]ZI. Entonces pode-
mos construir una sucesion n; = ny = --- de naturales tal que Ianjl =57, ylue-
go la sucesion (Ianj |s"/) estd acotada inferiormente por 1. Si ahora g = ts71>1,
obtenemos que Ianjlt”f = g para cada j. Resulta que la sucesion (|a,|t™) no
se mantiene acotada. Esto prueba que S}l = Ry, y completa la demostracion
del teorema. O

La dltima afirmacién del teorema anterior se debe a Cauchy y Hadamard. El
célculo de Ry se fécilita con el siguiente criterio del cociente de D’Alambert.
Dejamos su prueba al lector, con la indicacién que intente imitar la demostra-
cion del teorema anterior.

Proposicion 1.5. Supongamos que la sucesion (a,) ,»o es eventualmente no nu-
la. Si existe lim |an/an+1| entonces es igual a Ry. Mds precisamente, vale que
n—oo

an+1
ap

an+1
an |

liminf
n—oo

<liminf|a,|"" < limsup la,|V'"™ < limsup
n—oo n—oo n—oo

Para poner en uso el resultado anterior, fijemos un nimero complejo g, y pon-
gamos para todo natural n,

)

ol _ ooc-1)---(c—n+1)
n| nn-1)---1

que llamamos un coeficiente binomial. Un célculo directo muestra que para

todoneN,
(U+1) (U) ( i J
= + . 2.1
n n n—-1

Ellector deberia dar una prueba de que esto implica y, de hecho, es equivalente,
alaigualdad
(1+2)bs = by+1
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de series formales. Notemos que si o es natural, entonces (7) coincide con el
coeficiente binomial usual de la combinatoria.
Definimos la serie binomial de pardmetro o por

bs(2) =) (U)z”.
n=0

Por lo anterior, si o es natural entonces b, es un polinomio, a saber, (1 + z)?. Si
0 no es natural, es una serie infinita, pues (7) no se anula nunca en ese caso,
que tambien notamos (1 + z)°.

Proposicion 1.6. Sio no es natural la serie by tiene radio de convergencia 1.

Demostracion. Yanotamos que si o no es natural la sucesion de coeficientes es
nunca nula. Calculamos los cocientes sucesivos de b,:

0/ [ _n+1
n| \n+1] o-n'

de dénde deducimos que nlim |an/ay+1] = 1. Por el criterio de D’Alambert, el
—00

radio de convergencia de b, es 1, como se dijo. O

El dlgebra de series convergentes

Definimos el conjunto de series de potencias convergentes como el conjunto
de series formales con radio de convergencia positivo y lo notamos por C{X}.
Dado quessi fy g son series convergentes y si A € C, tenemos que

(1) Rpsg > min{Ry, Ry},
(2) Raf=Rfpsid#0,

tal conjunto es un subespacio de C[X]. La siguiente descripcion alternativa de
C{X}, interesante en si misma, serd una herramienta ttil en lo que sigue.

Proposicion 1.7. El conjunto C{X} coincide con
{f =Y anX":lan| < s" eventualmente para algin s > 0}.
n=0

Asf, las series de potencias convergentes son precisamente aquellas con coefi-
cientes subgeométricos.

Demostracion. Queda como ejercicio al lector con la sugerencia que use el le-
ma de Abel, que ya demostramos. O
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Proposicion 1.8. Sean f y g series de potencias convergentes. Entonces

(1) Elproducto formal f g es también una serie convergente.

(2) Sif tiene una inversa formal, esta inversa es, de hecho, una serie de poten-
cias convergente.

Demostracién. Notemos que lo primero afirma que C{X} es una subdlgebra de
CIX]. Escribamos f =Y ,50an X"y § = 20 bnX". Por la Proposicién 1.7 po-
demos asumir que existe s > 0 tal que méx{|ay,|,|by|} < s" para todo n € N. El
término general del producto fg es ¢, = X! a;b,-;, asi podemos hacer la es-
timacion

n n ) .
lenl <) 1aillbp—il <) s's" "< (n+ Ds" < (29)",
i=0 i=0

que prueba que f g estd en C{X}.

Supongamos ahora que ay # 0. Como antes, podemos asumir que ag es 1, y es-
cribir f =1-),,5¢ fn X". Porlo que ya hicimos, sabemos que el término general
(by) de lainversa de f cumple que by =1 yla relacion de recurrencia

by :flbn—l +"'+fn—1b1 ""fn-

En particular b; = f; = —a;. Supongamos que |a,| < s" para todo n € N. Si asu-
mimos, inductivamente, que |b;| < (2s)' para 0 < i < n, obtenemos que

1Dl < ) 1 fillbp—il < ) s'2"7 1" < 25)"
i=1

i=1

pues Y7 | 27" = 2" — 1. Resulta entonces que f ~! tiene también radio de con-
vergencia positivo, como queriamos. O

Notemos que, en general, no hay relacién entre el radio de f y su inversa. Por
ejemplo, la serie geometrica tiene inversa 1- X, que tiene radio de convergencia
infinito, mientras que ella tiene radio de convergencia 1. Por otro lado, la serie
exponencial y su inversa tiene ambas radio de convergencia infinito.

Corolario 1.9. Sea f una serie de potencias convergente no nula. Entonces se
escribe de forma tinica como f = z°"'h donde h es una serie de potencias con-
vergente inversible.

Demostracién. Esto s6lo es la versién del Corolario 1.2 en el caso que f perte-
nece a C{X}. O

Ejercicio 1.1. Probar que si f y g son series de potencias no nulas con radio de
convergencia positivo y si & es otra serie de potencias tal que fh = g, entonces
h tiene radio de convergencia positivo. Sugerencia: ; Por qué puede asumir que f es
inversible?
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El siguiente lema prueba que si una serie de potencias convergente se anula 0,
existe un entorno del origen donde 0 es el tinico punto donde esto sucede.

Lema 1.10. Sea h una serie de potencias no nula y convergente en entorno del
origen B y supongamos que h(0) = 0. Entonces existe un entorno B' € B tal que
h(z) #0siz#0.

Demostracién. Podemos escribir i = z°™ k donde k es una serie de potencias
convergente con k(0) # 0y o(h) > 0. Como k es continua, existe un entorno B’
del origen donde k no se anula, y luego % no se anula en B’ salvo en el origen,
como se dijo. O

Del lema anterior deducimos inmediatamente el siguiente teorema.

Teorema 1.11. (Unicidad de representacién) Sean f y g series de potencias con-
vergentes. Son equivalentes

(1) [y g coinciden en un conjunto infinito que tiene al origen como punto de
acumulacion,
(2) f yg tienen el mismo término general.
Demostracion. Sea h = f — g. Si vale (1), entonces h(z) = 0 en un conjunto de
puntos de B que se acumula en el origen, y luego por el lema anterior z no

puede ser no nula, por lo que deducimos (2). Es trivial, por otralado, que (2) =
(1). O

2. Operaciones sobre series

Derivacién e integracion de una serie

Escribamos f’ a la serie de potencias que se obtiene de derivar formalmente
cada término de la serie f, y F ala serie de potencias que se obtiene de integrar
formalmente cada término de la serie f, asi

Zn+1

f’: na,z", F= a ,
r;o " g’o "n+1

y las llamamos la derivada formaly la integral formal de la serie de potencias

f, respectivamente.

Proposicién 2.1. Elradio de convergenciade f' y el de F son iguales, y coinciden
coneldef.

Estamos probando, una vez mds, que el dlgebra C{X} es estable bajo operacio-
nes usuales que hacemos sobre series formales, y luego que no hay realmente
peligro en tratarlas como series formales, después de todo.
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Demostracién. Es nlim n/(n+1) =1, y la desigualdad de D’Alambert asegura
—00
que lim n'/™ = 1. Asi que la igualdad Ry = Ry se sigue inmediatamente de la
—00

formula de Cauchy-Hadamard, mientras que Ry = Ry porque F' = f. O

Ejercicio 2.1. Sea ¢ > 0. Probar que (|a,|t") es acotada si (n|ay| t""1) es acota-
da, yquesi0 < s < tysi (laylt™) es acotada, entonces (nlay|s™ 1) es acotada,
para dar una nueva demostracién de la tltima proposicion.

Como ejemplo, veamos que, al menos formalmente, b/, = 0by_;. De la defini-
ci6én del coeficiente binomial, obtenemos que 2(?) = (%~1), y entonces

g o-1
b=Ynlz"1"=Y ¢ 2" l=gby_q,
7 r;l (”) ;1 n-1 ot
que prueba lo que queriamos. Veamos ahora que f define una funcién holo-

morfa en su disco de convergencia B = B(0, R ).

Proposicion 2.2. La funcion f : B— C es holomorfa y su derivada es la funcién
que define f' en B, es decir, la serie de potencias que se obtiene derivando término
a término a la serie f .

Demostracién. Fijemos un niimero complejo w € B, y tomemos z en B, asi
existe s < Ry tal que |wl,|z| < s. Recordemos que para cualquier natural n vale
que

z"—w" _ _ _ _

=2 2wtz "

zZ—w

y notemos a este polinomio g, (z), asi en particular go(z) =0y g, () = 1. Enton-
ces resulta que

f@=fw+@Ez-w) Y anqgn(z).
n=1
Ademéds, como g, (w) = nw™ !, al menos es cierto que f'(w) = fi(w) donde
f1(2) =Y ;151 anqn(z). Para ver que f es derivable en w y su derivada es f'(w),
es suficiente que verifiquemos que f;(z) es continua en B. Pero si |z],|w| < s,
podemos dar la cota | g, (2)| < ns" 1 y luego

Y lanllgn(2)I < Y lanlns"" <oo,

n=1 n=1
pues ya verificamos que [y f’ tienen el mismo radio de convergencia. Por el
criterio de Weiertrass, deducimos que fj(z) es limite uniforme de funciones
continuas en B(0, s), asi que es ella misma continua en ese disco. Como cual-
quier punto de B(0, Rf) estd en alguno de esos disco, esto completa la demos-
tracion. O
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De lo anterior se desprende que f es infinitamente derivable en su disco de
convergencia, pues su derivada es también una serie de potencias, definida en
el mismo disco que f, y que para cada natural #,

B f(n) (0)

ap
n!

Asi, por ejemplo, sabemos ahora que las series

l(z) = Z(—l)"z—n, uz) =) 1" Zan, 1+2)°
n=0 n n=0 2n+1
definen todas funciones holomorfas en el disco unidad.
Proposicién 2.3. Las ecuaciones
l2)=01+271 (1+2)° =exp(al(2)

son vdlidas para todo z en el disco unidad.

Demostracién. La primera de ellas se sigue por una célculo directo. Para ver la
segunda, consideremos la funcién #: B(0,1) — C tal que

h(z) = by (z) exp(—0€(z2)),

que sabemos es holomorfa en su dominio. Por la regla de la cadena y el produc-
to, obtenemos que

H(z) = oby_1(2) exp(—a¥(z)) — by (z) exp(—0(2)o ¥ (2).

Pero ¢'(z) = (1+2)~! y, como sabemos que b, (z) = (1 + 2)b,_1(2), resulta h’
idénticamene nula en B(0,1). Luego h es constante y, como h(0) = 1, resulta
que b, (z) = exp(0o¥(z)) para todo z en el disco unidad, como se afirmé. O

Composicion de series de potencias

Sean f =Y ,50a, X"y & =Y 120 bn X" series de potencias formales. Queremos
definir una nueva serie formal, f o g, que se obtenga de “sustituir X = g(Y)
en f”. Consideremos el caso que f = g = Y ,,59 X". Si sustituimos a f en ella
misma, cada término f” tiene un coeficiente independiente igual a 1, y no tiene
sentido sumarlos para obtener el coeficiente independiente de f o f.
La forma de solucionar esta patologia es suponer que o(g) = 1. En tal caso, la
serie g” involucrara s6lo términos de 6rden por lo menos 7, y luego en el caculo
de cada término de f o g se verdn involucrados solo finitos términos de fy g.
En efecto, en tal caso para cada niimero natural N es

g¥=Y b,(nx" dénde by(N)= Y by

1
n=N i1++iy=n

biy.
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Ahora calculamos formalmente,

flgxn=Y ang"

N=0

=) an ) ba(NX"

N=0 n=N

=Y Y anb,(NM)X"

n=0N<n

=Y d,X"

n=0

Definimos entonces la sustitucion de g en f, que notamos f o g, como la serie
de potencias formal con término general d;, = )" n<j, anb;, (IN). Recordemos que
esto estd definido sélo en el caso que o(g) = 1.

Proposicién 2.4. Supongamos que f y g tienen radio de convergencia positivo.
Entonces lo mismo es cierto para f o g, y la funcion que define en su disco de
convergencia coincide con la composicion de f con g.

Demostracion. Escribamos By y Bg a los discos de convergencia de 'y g, res-
pectivamente. Como g(0) = 0, existe un disco B’ < By tal que g(B') < By. Esto
asegura que la composicién de f con g esté definida. Mds atin, como g conver-
ge absolutamente en B’, podemos elegir B’ de modo que para algtin r < Ry, es
Y =0 1bnllz"| < r paracada z € B'.

Notemos ahora que todo los pasos que hicimos al evaluar f(g(X)) formalmen-
te hasta llegar a nuestra definicién de f o g son validos en el caso que f(g(2))
converja salvo, posiblemente, el intercambio en el orden suma que hicimos en
el antetltimo paso. En vista del Lema 3.2, es suficiente que verifiquemos que

Y Y lanllbn()lz]" < oo

n=0N<n

cuando z € B’. Ahora, tenemos la estimacién

|bn(n)| < |bln(n) donde bl (NY= D Ibiyl--|biyl

i1+-+iy=n

y, volviendo atras sobre nuestros pasos, tenemos que

n
Y Y lanlibin(mllzl" = Z|an|(z |bm||z|’") <00,
n=0N<n n=0 m=1

pues Y. > [bmllzl™ <. O

La demostracién anterior pone en evidencia que si no asumimos que g tiene
orden por lo menos uno pero que tal bola B’ existe, tiene sentido sustituir g en



Las series de potencias son analiticas | 35

f, teniendo ahora en cuenta que los coeficientes de esta serie estdn sujetos a
condiciones de sumabilidad. Para que tal bola exista es suficiente, por ejemplo,
que g(0) < Ry.

Ejercicio 23. Probar que los primeros términos de la sustitucién de e* —1 en e?
estdn dados por B,/ n! donde B, eslasucesién 1, 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140,....
Encontrar los primeros nueve términos de la serie inversa a z7l(e?-1).

3. Lasseries de potencias son analiticas

Sea Q una regién en Cy g: Q — C una funcién. Decimos que g es analitica
si para cada punto c € Q existe un disco abierto no vacio B con centro c y una
serie de potencias

Y an(z—c)"

n=0
que converge en B a g. En este caso g es holomorfa, pues coincide localmente
con una funcién holomorfa en virtud del Teorema 2.2. Luego, tenemos la si-
guiente proposicion.

Proposicion 3.1. Toda funcion analitica en una regién es holomorfa alli.

Ademaés, el trabajo que hicimos en la Seccién 2 prueba que, bajo condiciones
apropiadas, la composicién de funciones analiticas es analitica, y que el desa-
rrollo en serie de esta composiciéon se obtiene del desarrollo de las funciones
que estamos componiendo.

Veamos ahora que toda serie de potencias es analitica en su disco de conver-
gencia. Usaremos el siguiente lema sobre el intercambio del orden de una su-
ma, que no probaremos. El lector puede encontrar una demostracién y un tra-
tamiento en detalle de series dobles en [Apo]*Capfitulo 8, Seccién 21.

Lema 3.2. Sea (A;;) una sucesién en C indexada por N2, y supongamos que la
seriedoble ) =0 n=0|Anml es finita. Entonces la serie

> D 1Auml

n=0m=0

también es finita, y

Z ZAﬂm: Z ZAnm-

n=0m=0 m=0n=0

Teorema 3.3. La funcion f : B— C es analitica y para cada c € B admite un
desarrollo en serie de potencias en B(c, d.), dénde d. es la distancia de c al borde
deB.
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Demostracion. Para cada n natural podemos escribir,

=(z—c+0)"=) (r?)(z—c)jc"j

jsn
y luego

fa=3% Z( )an(z )"

n=0j<n

Notemos que para cada j € N la serie b; =} ;5 ( Nen” J converge, pues no es

otra cosa que fU)(c)/j!. Tendriamos completa la demostracién, entonces, si
quedara justificado el intercambio en el orden de las dos sumas en lo que si-
gue:

fa=) Z( )an(z ) "I

n>0]<n

Z( )an " ](Z C)]

(z—c).

A
=5

Podemos tomar ahora z en un disco B(c,8) con clausura contenida en B. En
particular r = |z —c| +|c| < Ry, y entonces

> Z( )Ianllz e =Y lapllz—cl+1c)"

n>0]<n n=0

=) laulr" <oo,
n=0

por lo que el lema anterior dice que este intercambio es valido. Esto comple-
ta la demostracidon, y prueba ademads que el desarrollo obtenido en torno a ¢
converge en cualquier disco abierto B(c, ) con clausura contenida en B. O

4. Ejercicios

Ejercicio 24. Estudiar la convergencia de la serie cuyo término general es el
siguiente:
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(D n+1, 3 ! , (5) sen(i)
2n+1 ,/n+5 n2 ’

2 —2 4) log(1+l), 6) sen(l).
2n?+3’ n n

Ejercicio 25. Demostrar que la serie de término general a,, = n~? (logn)~9 con
n>1

(1) convergesig>0yp>1, (3) divergesig>0sip<]1,
(2) convergesig>1lyp=1, (4) divergesi0<g=<lyp=1.

Ejercicio 26. Hallar el radio de convergencia de las siguientes series de poten-
cias:

n! 1\n? _n
3) ¥ (e, 1
) ,Elzn(z )'z", ® X"z G T an
n
@ y L2070 @ ¥ 4%z © ¥ o
n=1 n" n=1 n>1 n"

Ejercicio 27. Criterio de Weierstrass. Sea (0 c C un conjunto y para cadav e N
sea f, : O — C una funcién. Probar que si }_|f,lq < oo, entonces la serie }_ f,
converge uniformemente en Q.

Ejercicio 28. Sumas de Abel. Sean (a,), (Z,) sucesiones de nimeros complejos
tales que (a, Z,) converge. Demostrar que la serie }_,,~(a, — an+1) Z, converge
siy solamente si la serie ), a,(Z, — Z,-1) converge.

Ejercicio 29. Sean (a;) y (z,) sucesiones de ntimeros complejos. Usando el
ejercicio anterior:

(1) Criterio de Dedekind. Demostrar que silima, =0, Y (a, — a,+1) conver-
n=1
ge absolutamente y las sumas parciales de ) z, estdn acotadas —es de-
n=1

2: Zn

n=

cir, existe M € R tal que < M para todo k e N— entonces Y anzp

n=1

converge.

(2) Criterio de du Bois-Reymond. Demostrar que si ) (a, — an+1) converge
n=1
absolutamentey ) z;, converge, entonces ). a,z, converge.
n=1 n=1
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Ejercicio 30. Criterio de Dirichlet. Sea (r,) =1 una sucesion decreciente de ni-
meros reales positivos tal que limr, = 0 y (z,),>1 una sucesion de niimeros

complejos. Demostrar que si las sumas parciales de ). z, estdn acotadas, en-
n=1
tonces la serie ) rj,z, converge. Sugerencia: usar el criterio de Dedekind.
nz1

Ejercicio 31. Hallar el radio de convergencia de las siguientes series de poten-
cias y estudiar el comportamiento en el borde del disco de convergencia:

1 n! !
(1) nélﬁznr (4) nz>:1 (2_1)’122"’ (7) nélzny
1 1 (8) ¥ sin(n) z"
2 z", . — S ’
5 Va2 ® Lrasg =l
1 ZN | n? n n(n+1)
@ ngl (n+2)n © néln.z ’ © ngl '

Ejercicio 32. Hallarlos valores de z para los cuales las siguientes series resultan
convergentes:

(Z )n n2z2 einz
() ngl (n+1)(n+2)’ @ ngl ’ @ n§1n+1
1 (z+1\"
1 n -
@ ¥ 5 5) len ® L nz(z—l) ’
n= 1/z—a\n
. nz @ X —-|\—,
@ ¥ U 6 ¥ Siigeﬁif!fz)
n=1 n+z’ n=1 n .

Ejercicio 33. Fijemos una serie de potencias f(z) = Y. a,z". Probar que las
n=0

series

Zn+1

n-1
Y napz"", Y ap ,
n=1 nso n+l

tienen el mismo radio de convergencia que f.

Ejercicio 34. Hallar los términos de orden < 3 en el desarrollo en serie de po-
tencias de las siguientes funciones:

(1) e*senz, et~ 1, 6 —
z et—1'
e*—cosz senz

(2) senzcosz, 4) — (6) o5z’
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Ejercicio 35. Para n €N, hallar el desarrollo en serie de potencias de la funcion
0™ ey

fn@=0+ z)~". Sugerencia: Observar que f, = o h

paran=1.

Ejercicio 36. Determinar el conjunto de ntimeros complejos z para el cuél con-
sin(nz)

verge la serie ) 5
nzl N

Ejercicio 37. Fijemos una sucesion finita de nimeros complejos wy, wy, ..., wy,
donde wy =1y wy #0, y una sucesion (f;) en C. Probar que son equivalentes:

(1) Laserie ). f,z" esiguala P(z)/Q(z) con P un polinomio de grado menor

n=0

adyQR)=1+w;z+--+ waz?,

(2) Paracadan=0valeque f.q+ w1 fuig-1+ -+ wqfn=0,

(3) (Opcional) fn =y{P1(n) +---+y; Pr(n) donde yy,...,yk son las raices de
Qv P; es un polinomio de grado a lo sumo mult(y;, Q).

Verificar los tres items anteriores para la sucesién de Fibonacci, con fy = fi =1
Y for2 = fas1 = fa=0sin=0.

Ejercicio 38. Fijemos una serie de potencias f(z) =} a,z" en torno al origen.

(1) Probar que f converge normalmente en B(0, r) siy solamente si }_ a, s" <
oo siempreque 0 < s<r.

(2) Lema de Abel. Probar que si existe s >0y M > 0 tal que |a,|s" < M para
todo n, entonces f converge normalmente en B(0, s).

(3) Deducir que si f converge en un zj # 0, entonces converge normalmente
en la bola B(0, |zo).

2n
Ejercicio 39. Probar quelaserie}_,-; T converge normalmente en B(0, 1).
-z

Ejercicio 40. Consideremos una serie de funciones f = }_ f, convergente en
n=0
una region Q < C. Probar que son equivalentes
(1) Para cada z € Q existe un entorno abierto U c Q) de z tal que Y |fuly <
n=0
o0,

(2) Para cada compacto K en Q, vale que Y. |f,|x es finita.
n=0
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Ejercicio 41. Sea f como en el Ejercicio 38, y sea R el supremo del conjunto
{t=0:]ay|t" es acotada}.

(1) Probar que f converge normalmente en el disco abierto B(0, R)
(2) Probar que diverge en todo punto de B(0, R)°.

(3) Deducir que el conjunto de series de potencias </ convergentes en un
entorno del origen es igual al conjunto

{> anz": existe s >0 tal que |ap| < s" para todo n}.

Ejercicio 42. Usando el Ejercicio 41, probar que el conjunto de series de po-
tencias o/ convergentes en un entorno del origen es cerrado para la suma y el
producto.

Ejercicio 43. Si z es un nimero complejo, notamos (z)" = z(z+1)---(z+n—1),
asi (z)°=1. Fijados a,b,c € C, —c ¢ N, definimos

e @' 2"
F(a) br C’ Z) - ’;0 (c)" n! ’

y la llamamos una funcién hipergeométrica de pardmetros a, b y c. Probar que
esta serie converge si |z| < 1.

Ejercicio 44. Consideremos una sucesion de nimeros reales (a,) que decre-
ce a 0. Probar que la serie de potencias ) a,z" converge compactamente en
B(O,1)*.

(_l)n—l

Ejercicio 45. Probar que laserie A(z) = ¥ —

n=1
en B(0,1). ;Qué funcién conocida representa alli?

z" converge compactamente

Ejercicio 46. Probar que una serie de potencias cuyos coeficientes son siempre
enteros y no son eventualmente nulos tiene radio de convergencia a lo sumo 1.

Ejercicio 47. Reciprocas de series. Consideremos una serie de potencias h(z) =

1- Y h,z" convergente en una bola B(0,r). Probar que existe s > 0 tal que
n=1
k(z) = 1/ h(z) tiene un desarrollo en series de potencias

k(z) =) knz"
n=0
en B(0,s).
Sugerencia: Probar primero que la sucesién (k;) queda determinada por (k) como si-
n-1

gue:kp=1,ki=hyysinz1, ky= Z hy—;k;. Luego usar el Ejercicio 41 para probar
i=0
que k€ .



Capitulo 3

Integrales de linea y teoria de
Cauchy



42 | Integraciéon compleja Andlisis Complejo

1. Integracion compleja

Notaciéon y convenciones

The Committee which was set up in Rome for the unification of vector notation
did not have the slightest success, which was only to have been expected.
Felix Klein (1849-1925) en su libro Elementary Mathematics.

En lo que sigue I = [a, b] es un intervalo compacto en R y Q denota una re-
gion en C. Todo camino en Q es suave a trozos, salvo mencién de lo contrario.
Escribimos PS(Q) al conjunto de tales caminos.

Fijemos un camino arbitrario y : I — Q. La traza de y es y(I) y la notare-
mos T,. El punto inicial de y es y(a) y el punto final de'y es y(b), y los no-
tamos s(y) y t(y), respectivamente. Decimos que y es un lazo si s(y) = t(y). Si
6 : I — Q es otro camino, decimos que y y 0 son concatenablessi t(y) = s(6),y
escribimos y * § al camino I — C tal que

Yy2t—a) si2t—acel

0)(1) =
(r=0)() {5(2t—b) si2t—bel

Esta claro que en este caso y * § es también un camino suave a trozos, y es pre-
cisamente para permitir la concatenaciéon de caminos que ampliamos la clase
de caminos suaves a la de caminos suaves a trozos: todo camino suave a trozos
es, de forma no necesariamente tinica, la concatenacion de caminos suaves.
Sean z, w € C. Notaremos por [z, w] al camino recto que une z con w, parame-
trizado por f € [0,1] — z(1— )+ twy por 0B, (z) al circulo de radio r y centro z,
parametrizado por ¢ € [0,27] — z+ rel!. El camino constante en z esté para-
metrizado por ¢ € [0, 1] — z ylo notamos c,. Los bordes de figuras como discos
y rectdngulos siempre estardn orientados en sentido antihorario.

Integrales en intervalos

Fijemos una funcién continua f : I — C. Definimos la integral de f sobre I

por
flfdtzflé}ifdt+ifli‘yfdt

donde las integrales a la derecha denotan integrales de funciones reales, bien
definidas por ser R f e S f continuas. Por su definicién, la integral de f disfruta
de propiedades andlogas a las que valen para integrales reales usuales.

Proposicion 1.1. Valen las siguientes propiedades para la funcién

f:%u)—»c.
I
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(1) C-linealidad. Si g: I — C es otra funcién continuay si A € C, entonces

/(f+/1g)dt=ffdt+/lfgdt.
I I I

(2) Aditividad en intervalos. Si subdividimos a I en dos subintervalos I e I,

entonces
ffdt:f fdt+f fdt.
1 I I
(3) Compatibilidad.

m(flfdt)zf[mfdt, %(flfdt)zf[%fdt.

(4) Continuidad. Vale la estimacién

‘flfdt sfllfldt.

Demostracion. Dado que las primeras dos propiedades se demuestran exac-
tamente como en el caso real y que la tercera es una verificacién inmedia-
ta, s6lo probamos la validez de la dltima. Tomemos ¢ € [0,27] de modo que
e'¥ [, f dt € R. Entonces

det‘ = ei‘pffdt‘
I I
= ‘ f R f)d t‘ por compatibilidad,
I
< f Im(ei"’f)l dat por la estimacién en el caso real,
I
sfllfldt por ser |R(f)| < |f].
Esto completa la demostracion. O

Decimos que f es derivable si lo son su parte real y su parte imaginaria y, en
tal caso, definimos ' = (R f)' + i(Sf)’. Una funcién derivable F: I — C es una
primitiva de f si F' = f. La siguiente proposicion es simplemente una refor-
mulacién del teorema fundamental de cdlculo en nuestro contexto, por lo que
omitimos su demostraci6n.

Proposicion 1.2. La funcién F: I — C tal que F(t) = [, at fdt es derivable y es
una primitiva de f y, si G es cualquier primitiva de f, entonces

ffdt: G(b) - Gla).
I



44 | Integraciéon compleja Andlisis Complejo

Un corolario inmediato de lo anterior es el siguiente, que usaremos con fre-
cuencia en las préximas secciones.

Corolario 1.3. Dos primitivas de f : I — C difieren en una constante.

Integrales de linea

Fijemos ahora una funcion continua f : Q — C. Si y es un camino suave en
Q, entonces y' : I — C es continua y la funcién (foy)y’ : I — C es, a su vez,
también continua. Definimos la integral de f a lo largo dey por

ffdz=f(foy)y’dt.
Y 1

Si y es una concatenacion y; * y, de caminos suaves y1,y2 : [ — C, definimos

j;/fdz:/ylfdz+fy2fdz.

Inductivamente, queda definida la integral de f sobre un camino arbitrario. De
lo ya demostrado deducimos algunas propiedades anélogas para integrales de
linea.

Proposicién 1.4. Fijemos un camino y en Q. Valen las siguientes propiedades
para la funcion

f:%(ﬂ)—»@.
Y

(1) C-linealidad. Si g: Q — C es otra funcion continuay si A € C, entonces
f(f+lg)dz=ffdz+/lfgdz.
Y Y Y

(2) Aditividad. Si subdividimos ay en dos caminos concatenablesy, yy», en-
tonces

ffdtz fdr+ | fat.
Y 71 Y2

Por conveniencia, extendemos la definicién de la integral de linea para con-
templar operaciones usuales sobre y: definimos

[fdz:f(foy)?dt, ffIdZI:f(fOY)IY/Idt.
Y I Y I

Notemos que en particular fy |ldz| = f 7 lyY'| dt es la longitud de la curva y, que
notamos L(y). No es dificil verificar ahora las siguientes propiedades usando la
Proposicion 1.1 en el segundo caso.
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W [, fdze= [, Jdz
@ |f,raz|<J,ifldzl.

De la segunda propiedad deducimos el siguiente resultado, que seré central en
mucho de lo que sigue.

Lema 1.5 (Estimacion estdndar). Para todo camino y € PS(Q), vale la estima-

cion
f fdz
Y

donde|fly = ntléllxlf(y(t)l es el mdximo de f sobrey.
€

<L)Ifly

Queda como ejercicio demostrar que la integral de linea es independiente de la
parametrizacion elegida de un camino, por lo que siempre eligiremos arbitra-
riamente la parametrizaciéon de un camino que nos resulte mas conveniente.

Dado un camino y : I — C, definimos y* como el camino que tiene la misma
traza que y pero recorrida en el sentido inverso: y* () = y(b+a—t) parat€ I.
Llamamos a y* el camino inverso ay. Es facil verificar que, con esta definicion,

f fdz+ffdz=0.
* Y

Tendremos la oportunidad de usar lo anterior cuando integremos sobre dos
curvas que se solapan sobre algun segmento y sobre el que tienen orientaciones
inversas. Lo anterior afirma que la contribucién de este segmento a la integral
es nula.

Si f es continua en Q, una primitiva de f en Q) es una funcién F, holomorfa
en Q, tal que F' = f. En este caso decimos que f es integrable en Q). Como su-
cedi6 en el caso de integrales sobre intervalos, tenemos un anédlogo al teorema
fundamental del cdlculo, que es simplemente una reformulacién del mismo en
nuestro contexto. La existencia de primitivas ahora no est4 garantizada, como
veremos mds adelante.

Proposicion 1.6. Una funcion F : Q — C es una primitiva de f en Q si y sola-
mente si

f fdz=F(t(y)) - F(s(y)
Y
para todo caminoy en Q.

Demostracién. Podemos asumir que y es suave por la aditividad de la integral.
En este caso, si F' = f, entonces la regla de la cadena garantiza que (foy)y’ =
(Foy)'y, por el teorema fundamental del célculo,
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ffdz:j;(Foy)’(t)dt:F(y(b))—F(y(a)),
Y

como afirma la proposicién.

Supongamos ahora que vale la condicién sobre caminos para F y fijemos w €
Q. Podemos tomar un disco B con centro w contenido en Q vy, si z estd en tal
disco,

F(w)-F(2) = f(w)(z— w)+f[ ](f(f)—f(w))df-

w,z

1

que podemos reescribir, si definimos Fj (z) = P— (f&-fwndésiz#
- [w,z]

wy Fi(w) =0, como

F(w) - F(2) = f(w)(z— w) + F1(2) (z — w).

Queda ver que F es continua en w. Usando la estimacién estdndar, resulta que

|F1(2)] < Llz, wDIf = f)liz,u) =1 f = f(W)1z,u1,

lz— w|
pues L([z, w]) = |z— w|. Finalmente, como f es continua en w, obtenemos que
lim F(z) = 0, como queriamos. O
Zz—w

De lo anterior deducimos una parte del siguiente teorema:

Teorema 1.7. La funcién f admite una primitiva en Q si y solamente si para
todo lazoy en(Q,
f fdz=0.
Y

Demostracién. La proposicidn anterior implica que si F es una primitiva de f
yy esunlazo en Q,

ffdz =F((y)-F(s(y) =0,
Y
que prueba una de las implicaciones. Supongamos que vale la condicién sobre

caminos cerrados para f, y eligamos un punto c € Qy, para todo z € Q, elijamos
un camino y; que une ¢ con z. Definimos

Fl)=[ f(&)ds.
Yz

Para ver que F es una primitiva de f, basta ver que si y es un camino en Q que
une z con w, vale la igualdad

F(2) - F(w) = f F@de,
Y
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y esto es inmediato, pues podemos reescribirla como

f f)dé =0,
YRy Y5

yYz*Y" *y;, es unlazo. O

El siguiente resultado afirma que podemos intercambiar integrales con limites
uniformes de funciones.

Lema 1.8. Supongamos que (f;,) es una sucesion en 6 (Q) y converge de forma
localmente uniforme a f € €(Q). Para todo caminoy en(Q,

limffndz=ffdz.

Demostracion. Para cada punto c de y existe un disco abierto B, donde f,, — f
uniformemente, y los discos B, con c € y cubren a y. Como y es compacta,
finitos discos By, ..., B la cubren, y luego f,, — f uniformemente en y. Pero,
por la estimacién estdandar,

f(f_fn)dz < |f_fn|yL(7’)

Y

y, como | f = fyly — 0 en vista de la convergencia uniforme, lo mismo vale para
el término izquierdo, como queriamos. O

2. Teoria de Cauchy en discos

Nos proponemos ahora probar el siguiente resultado, conocido como la fér-
mula integral de Cauchy, del que podremos deducir una bateria de herramien-
tas tedricas muy utiles.

Teorema 2.1. Si f : QO — C es holomorfa y si B es un disco cuya clausura estd
contenida en 2, entonces

1 f&
i Jp =2

fla)= 3.1

para todo punto z € B. En particular, si c es el centro de B y r su radio,

flo) = L 2ﬂf(c+re”)dt
T om 0 )

Para demostrarlo, nos valdremos de algunos resultados preliminares. Uno se
deduce del célculo, quizds no tan simple, de una familia de integrales, centrales
ala teoria de Cauchy.
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Lema 2.2. Sea B un discoy n € N. Entonces

lf a¢ _{1 sin=1yzeB,

2mi Jog (E—2)" 0 en caso contrario.

Demostracién. En caso que n > 1 la funcion h,, (&) = (¢ — z) 7" admite como pri-
mitivaa H,(&) = 1-n) "1 -2)17", por lo que el Teorema 1.7 da lo que quere-
mos. Supongamos entonces que n = 1. Si z no estd en B, entonces h; admite
como primitiva una rama del logaritmo log({ — z) en C ~ L, donde L es una se-
mirrecta con origen en z que no corta a B. Nuevamente, concluimos lo que
queremos con el Teorema 1.7.

Basta considerar el caso que z € B. Supongamos primero que z es el centro ¢
de By que r es su radio. Entonces y(f) = ¢+ rel conte [0,27] parametriza a
0By calculamos

d 1 21 1 . 1 21
f ¢ =— — rie”dt=—.f idt=1.
aBE—c 2miJo relt 2mi Jo

Supongamos ahora que z # c. Escribimos

h1(8) =

1 1 1 z—c\"
f—zzf—cl_z‘czé—cz( ) ‘
{-c¢

Esta expansion en serie es valida en el conjunto de los ¢ con [ —c¢| > |z—¢|, que
no es otra cosa que el complemento de un disco con centro en c y radio |z — c|,
es decir, un anillo no acotado de centro ¢, que en particular contiene al disco
B. Ademads, la convergencia es unfirome sobre compactos y luego uniforme en
cualquier conjunto de laforma A;(c) = C~B(c, t) con t > |z—c|, y podemos ele-
gir tal anillo no acotado A;(c) para que contenga el borde de B. Por el Lema 1.8,
basta con evaluar las integrales

1 (z—-c\"
SR =gt
" pE—clé-c
Pero esto ya lo hicimos: sabemos que I, = 0 si n > 0, mientras que si n = 0,
obtenemos

1
IOZf —d¢&=2mi.
aB&—c

Esto completa la demostracion. O

Ejercicio 2.1. Usando lo anterior, probar que f(z) = z~! no admite una primiti-

va en ninguna regién de C* que contiene un circulo con el origen en su interior.
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Teorema de Goursat

El siguiente resultado, conocido como el teorema de Goursat, es la piedra an-
gular de la teoria de Cauchy y se debe a Edouard Jean-Baptiste Goursat (1858—
1936). Fue quizds el primero en notar que no es necesario asumir que la deriva-
da de una funcién holomorfa es continua para probar el siguiente teorema —de
hecho, el resultado de Goursat permitird, eventualmente, que deduzcamos que
la derivada de una funcién holomorfa es también holomorfa. Sin embargo, la
primera demostracién que di6, publicada en 1884, hace uso de esta hipétesis,
aunque luego en 1899 advirti6é que era suficiente asumir la derivabilidad de la
funcién. Goursat escribe, respecto a esto: He reconocido después de un largo
tiempo que la demostracion del teorema de Cauchy que di en 1883 no presupone
realmente la continuidad de la derivada. (J'ai reconnu depuis longtemps que la
démonstration du théoreme de Cauchy, que j'ai donnée en 1883, ne supposait
pas la continuité de la derivée.) El lector puede encontrar una gran coleccién
de relatos histéricos en el libro [Remb] de Remmert, que incluye, en particular,
el anterior.

Teorema 2.3. Sea c € Q y sea f holomorfa en Q ~ {c} y continua en c. Entonces
para todo rectdngulo R en Q,

fdz=0.
R

Demostracién. Supongamos primero que f es holomorfa en todo Q y fijemos
un rectangulo R en Q. Por comodidad, notamos a(R) = [ f dz. Descompon-
gamos a R en cuatro rectdngulos congruentes Ri,..., R4, como ilustra la Fi-
gura 3.1. Los segmentos internos a R se cancelan unos con otros, y a(R) =

4
Y. a(R;), asiresulta que
i=1

4
la(R)| <) la(Ry)l,
i=1

y debe ser el caso que |a(R')| = 47!|a(R)| para R' alguno de los rectangulos
R1,...,Ry. Si es el caso que esta desigualdad vale para todos, acordamos elegir
el de la esquina inferior izquierda.

Repetimos ahora el argumento para R!, obteniendo R? < R! que cumple |a(R?)| =
471 a(RY)|. Inductivamente, construimos una familia decreciente de rectdngu-
los # = {R) : j € N} tal que para todo j €N,

= la(R)| =477 |a(R)],
s LOR)=2"7L@R).

= ) RJ contiene exactamente un punto zp.
j=1



50 | Teoria de Cauchy en discos Andlisis Complejo

Ry R,

Ry R3

Figura 3.1: El primer paso de la subdivisién de R en la demostracién.

Figura 3.2: La reduccién al caso que ¢ es un vértice de R.

La funcién f es holomorfa en zj, y luego existe una funcién fj, continua en
20, tal que fi(zg) =0y f(2) = f(z0) + f'(z0)(z — 20) + f1(2)(z — 2zp). Dado € > 0.,
tomemos § > 0 tal que |z—zy| < € implica | fi ()| < €, ytomemos j > 0 tal que R’
estd contenido en B(zy, 6): esto es posible por la forma en que construimos la
familia 2. Como el polinomio lineal f(zo) + f’(z0) (z— zo) admite una primitiva,
su integral sobre el lazo AR/ se anula, y luego

a(R)) = f fil2)(z-2z0) dz.
ORJ

Ademss, la estimacién estdndar asegura que

la(R’)| < eL(OR!) max|z — z|
ORJ

pues |filsri < €. Como la diagonal mayor de R/ no supera su perimetro, obte-
nemos que |a(R/)| < eL(OR/)%.

Reemplazando esto tltimo en la desigualdad la(R))| = 477 |a(R)| y usando la
igualdad L(AR/) = 27/ L(R) obtenemos que

a(R) <4/47TL(R)?e = L(R)%¢

y, en vista de que € > 0 es arbitrario, que a(R) = 0, como se dijo.

El caso que f es holomorfa salvo posiblemente en ¢ es ahora facil. Dado un
rectangulo R en QO podemos asumir, primero, que el punto excepcional c es-
td en R, y segundo, que es de hecho un vértice de R: si no es el caso, la si-
guiente figura muestra como expresar a(R) como una suma de cuatro términos
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a(RY),..., a(R* donde R es un rectangulo con un vértice en c, y serd suficiente
ver que cada una de éstas integrales se anulan.

Ahora simplemente podemos escribir a(R) = a(R') donde R’ es un subrectan-
gulo arbitrario de R con vértice en ¢, usando lo anterior y, dado que |a(R)| <
LOR)|flor Y que | flpr estd acotada y L(OR) — 0 si R se aproxima a ¢, deduci-
mos lo pedido, que completa la demostracién del teorema. O

Notemos que la misma demostracién por division en cuatro figuras congruen-
tes funciona si cambiamos rectangulos por tridngulos. Usaremos esto en lo que
sigue, es decir, que la integral de una funcién holomorfa sobre tridngulos se
anula. El lector estd invitado a dar los detalles de la demostracién, y a notar que
es realmente mds conveniente tener esta version del teorema de Goursat, que
implica, en particular, su validez para poligonos arbitrarios.

El teorema integral

Diremos que ( tiene centro estelar c si para todo z € Q el segmento [c, z] esta
contenido en Q. En ese caso, diremos que Q es un conjunto estelar con cen-
tro c. Vale notar que un conjunto estelar puede admitir més de un centro: por
ejemplo, un conjunto convexo C es precisamente aquel que es estelar con cen-
tro ¢ paratodo c€ C.

Teorema 2.4. (Teorema integral para regiones estelares.) Sea Q) estelar con cen-
troc, y sea f holomorfa en Q. Entonces f enintegrableenQ y la funcion F : Q —
C definida por

F(z) = f[ @

es una primitiva de f. En particular, para todo lazo en Q
f fdz=0. (3.2)
Y

Demostracién. Basta observar que si zy w son dos puntos contenidos en algun
disco en Q, el teorema de Goursat asegura que

F(z)—F(w) = f@ds.
[w,z]
pues la integral de f sobre el tridngulo con vértices z, w y ¢ es nula. Podemos
imitar ahora la demostracién del Teorema 1.7 para probar que F es una primi-
tivade f. O

El teorema anterior implica que toda funcién holomorfa admite una primitiva
localmente: si f es holomorfa en QO y z es un punto de esta regién, entonces f
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tiene integral nula sobre cualquier tridngulo contenido en un disco convexo B
con centro z y contenido en , y luego por el teorema anterior admite alli una
primitiva.

Un corolario til del Teorema 2.4 es el hecho que las funciones holomorfas sin
ceros admiten logaritmos, y luego raices, sobre cualquier regién estelar donde
estén definidas. Consideraremos esto en mas detalle en el Capitulo 5, Seccién 2.

Corolario 2.5. Sea f : QQ — C holomorfa y supongamos que Q) es estelar y f no
se anula sobre Q). Entonces existe g : O — C holomorfa tal queexp g = f en Q.
En particular, para cada n € N la funcion q, = exp(n~' g) cumple que q" = f.

Demostracién. La funcién h = f'/ f es holomorfa sobre Q, y admite entonces
una primitva gj. Es inmediato verificar que la funcién exp(—go) f tiene derivada
nula sobre (, asi es constante, y tal constante A es no nula. Si escribimos A =
exp 1L entonces g = go + 1 es tal que exp g = f. La afirmacién sobre la funcién
gn es inmediata, y esto completa la demostracién del corolario. O

Prueba de la f6rmula integral de Cauchy
Tenemos toda la maquinaria necesaria para probar la formula integral de Cauchy.

Demostracion del Teorema de Cauchy. Tomemos z € B, un disco B’ en Q que
contiene a B, y consideremos la funcién g : Q — C dada por

-1 f (2)
§—
Evidentemente g es holomorfa en Q ~ {z} y continua en z. Por el teorema de
Goursat en su versién para tridngulos, g tiene integral nula sobre cualquier
tridngulo, y luego, por el Teorema 2.4, g admite una primitiva en el conjunto
convexo B’'. Asi, su integral sobre cualquier lazo en B’ es nula. En particular,

2mf g)dg

g = para ¢ € Q~{z} y g(2) = f'(2).

1 f& daé
“oni -z W )z—mfaBa-—z
1 f®
ot Jop £ chf f(2),

dénde ultima integral la calculamos en el Lema 2.2. Si elegimos z = ¢ el centro
de B, entonces

21 it 2n

c+re : 1 :
f(—,)rie”dtz— flc+re'hdt.
2mi relt 21 Jo

flo=-—

Esto completa la demostracion del teorema. O
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La tdltima igualdad que obtuvimos se conoce como la igualdad del valor me-
dio para funciones holomotrfas, y afirma que el valor de f(c) queda determina-
do por los valores de f en cualquier disco de centro ¢ y radio suficientemen-
te pequeno. En particular, deducimos la desigualdad del valor medio: si f es
holomorfa en un entorno de c y B es un disco suficientemente pequefio con
centro c, entonces | f(c)| <|flsp-

Es importante que notemos que la hipétesis de que B esté contenida en Q, y
no solo lo esté su borde, es necesaria en el teorema anterior. En efecto, consi-
deremos el caso que Q = C~ {0}, que f(z) = z~! yque B = B(0,r) paraun r > 0.
Si z € B(0, r) ~ {0}, entonces

_a¢ (L_l) _
faBrS(f—z)‘zfaB ey e A

y luego nuestra férmula no es valida en este caso.

Una aplicacién del teorema integral
Veamos una aplicacién del Teorema 2.4 al célculo de una integral.

Proposicién 2.6. Fijemos0 < a < 1. Entonces

oo N2.2 T 1
f o (raie dt:£
0

2 1+ai

Demostracién. Sear >0y sea T, un tridngulo con vérticesen 0, r(1+ai) y r,

. . . _z?
orientado positivamente. Integrando a la funcién entera f(z) = e”* sobre Ty,
que es un lazo en el conjunto convexo C, obtenemos la igualdad

f fdzzf fdz+/ fdz.
[0,r] [0,r(1+ia)] [r,r(1+ai)]

Las primeras dos integrales coinciden con
- " tQ+ai)?
f e "dt y (1+ai)f e~ t1+ai)” gy
0 0

respectivamente. Veamos que sucede con la dltima integral, que es igual a

ar
I(r) :if fr+inde.
0

. . . 2.2 2 .
Ahora, tenemos la estimacion | f(r +if)|=e™" "' <e " e"'si0< <1y, como

ar <r, asuvez podemos estimar nuestra integral como sigue:

ar 2 5 r
II(T)|</ e eldt<e™” f e'ldt.
0 0
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;
2
Finalmente, sabemos quef e"dt=r"Y(e" —1),asi|I(r)| <r !, yesto tiende

0
a cero cuando r — oo. Deducimos que, en el limite,
R A [T -rai?
f e dt=(1+al)f e “” dr,
0 0

o0

S 2 P
que completa la demostracién si usamos que f e dt= %
0

Desarrollo en series de potencias

Usando la férmula integral de Cauchy podemos probar que toda funcién ho-
lomorfa en Q admite un desarrollo en serie de potencias en torno a cada punto
de esta regiéon. Una funcién con esta propiedad se dice analitica en Q). Recor-
demos que toda funcién analitica es holomorfa.

Lema2.7. Seay unacurvaen(Q ysea f continuaen(, y definamos otra funcién
F:Q~y—C por
f@©)

F(z)= | ~——d¢ parazeQ~y.
b —Z

Entonces:

(1) F es holomorfaenQ~y.

(2) Para cada punto c en tal dominio la serie de potencias

1 f©)

= 2_7-” y (E—C)”"'l

ag

Z ap(z—o)" con coeficientes a,
n=0

converge en todo disco centrado en ¢ que no cortaa’y y converge, de hecho,
aF.

(3) F esinfinitamente derivable y, para cada naturalny cadaze C~vy,

F"(z) 1 f©
n o 2miJy (E-2z)n*!

ds.

En la demostracién que sigue omitimos algunos célculos intermedios y cuan-
do lo hacemos lo marcamos con una estrella (x). Si duda de algunas de tales
igualdades, esta obligado a verificarlas en detalle.

Demostracién. Fijamos un disco B con centro c¢ y radio r que no corta a y. Si
|w| < 1, diferenciando la serie geométrica, obtenemos la igualdad

1 n ;
P ——— J—n
TR ,;(1) (3.3)
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que, con el cambio de variable w = (z—c¢)( —¢)™!, dala igualdad

1 * n 1 i-n
—(g_z)nJrl:Z( )(6 C)n+1( _C)] .

j=n

validaparacadaze By¢ey. .
Para cada j € N, pongamos f;() = f($)(S — ¢)~/~! donde ¢ esté en . Por lo
anterior, deducimos que si z € B,

b fe) ¢* ‘ i
2mfyZn'(j)f](£)(z o)/ "d¢. (3.4)

2mi J, (€ - z)”’rl j=n

Como [§ - c| = r para ¢ en v, la definicion de f, asegura que | f, |y < r‘”‘llfly y,
a su vez, esto asegura que, si q = r-lz—c|,

_ * _ _1 .
|gn|y|(z_c)n ]|Sr " Iflqu" I,

Como 0 < g < 1 para nuestra eleccién de z y como la serie de (3.3) converge pa-
ra w = ¢, deducimos que la serie en (3.4) converge uniformemente sobre com-
pactos y luego, por el Teorema 1.8, podemos intercambiar la suma y la integral,
obteniendo
ntoffE@

— ey n "anz- )i (3.5)

2mi Jy € - (& —z)n+1 = \J
Para concluir, notamos que si n = 0 esto da el desarrollo en series buscado y
prueba que F es holomorfa y que, ademads, el término derecho de (3.5) es el que
se obtiene al derivar n veces el desarrollo en series de potencias de F recién
obtenido, que da la tercera afirmacién del lema. O

En vista del teorema integral de Cauchy y este lema, obtenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2.8. Toda funcion f holomorfa en Q admite un desarrollo en serie de
potencias en torno a cada punto c € Q

Z an(z—c)" con coeficientes a, = 1 ](;B e f© dé

= 2mi o)+l

donde B es un disco con clausura contenida en Q) que contiene a c en su interior.
Tal serie de potencias converge compactamente en B(c,r) donde r es menor a la
distancia de ¢ al borde de Q). En particular, f es derivable infinitamente y para
cada n € N vale la féormula integral

(n)
M@ 1 IO 4

n! 2mi Jop (& —z)nH!
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Una consecuencia notable de este resultado es que la serie de Taylor de una
funcién entera en torno a cualquier punto converge en todo C. Todo lo hecho
hasta ahora prueba el siguiente teorema.

Teorema 2.9. Sea f € €(Q)). Son equivalentes

(1) f esholomorfaen(Q,

(2) f esanaliticaen(,

(3) f eslocalmente integrable en Q,

(4) f tieneintegral nula sobre cualquier tridngulo en (),

(5) f cumple la formula integral de Cauchy para todo disco con clausura con-
tenida en Q.

Demostracién. En efecto, tenemos el siguiente diagrama de implicaciones

Cauchy K=——= Goursat

\ Localmente

J integrable

Analitica = Holomorfa

que sabemos valen, salvo posiblemente aquella punteada. Sin embargo, una
funcién localmente integrable es localmente la derivada de una funcién holo-
morfa, y ya sabemos que la derivada de una funcién holomorfa es ella misma
holomorfa. Deducimos asi que todas las afirmaciones son equivalentes. O

La implicacién (3) = (1) se conoce como el teorema de Morera, y se debe,
como su nombre lo indica, a Giacinto Morera (1856-1909), que lo demostré en
1886. Una aplicacion interesante de este resultado es la siguiente, que nos sera
de utilidad.

Proposicion 2.10. Sea Q) una regiéon y y un camino en Q, y tomemos g : y x
Q — C una funcién continua. Supongamos que para cada € y la funcién z €
Q — g(¢,z) € C es holomorfa. Entonces la funcion h: Q — C tal que h(z) =
fy g(&, z)dé es también holomorfa.

Demostracion. Veamos que la integral de h sobre cualquier tridngulo A conte-
nido en Q es nula: el teorema anterior prueba que, en este caso, h es holomorfa.
En efecto, como g(¢, z) es continua en su dominio, su integral sobre y x A, que
estd parametrizado por cuadrado I} x I», puede calcularse como una integral
iterada. Luego

hdzz/ fg(cf,z)dcfdzsz g8, ,2)dzd¢ =0,
oA onJy yJoA
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pues cada z— g(¢, z) es holomorfa. O

El lector puede encontrar una prueba de la validez del intercambio del orden
de integracién en el libro Calculus[Spi] de Michael Spivak. Vale destacar que
este resultado es elemental, y no usa la maquinaria de la integracién abstracta
en espacios de medida.

3. Primitivas e invarianza homotépica

Primitivas a lo largo de caminos

Hasta ahora definimos la integral de una funcién continua sobre un camino
en el caso que éste sea suave a trozos. Una forma indirecta de extender la de-
finicién a caminos que son solamente continuos es mediante la nocién de pri-
mitiva a lo largo de un camino, que presentamos en lo que sigue. Este no es
realmente el motivo principal por el que las primitivas de este tipo nos son de
utilidad: serdn nuestra herramienta principal para probar la invarianza homo-
tépica de la integral sobre funciones holomorfas.

Fijemos un camino continuo y : I — € y una funcién holomorfa f en Q. Una
primitivade f alo largo de() es una funcién F : [ — Q que cumple la siguien-
te condicién: para cada ¢ € I existe un entorno abierto U de y(t) y una primitiva
Gde f en U tal que Foy = G en un entorno de ¢.

Proposicion 3.1. La funcién f admite primitivas a lo largo dey y dos de ellas
difieren en una constante.

Demostracién. Como dos primitivas de f difieren de una constante, lo mismo
serd cierto para primitivas de f alo largo de curvas. Para ver que tales primitivas
existen, notemos que existe, para cada punto z de y, un disco B, y una primitiva
F, de f en tal disco. Como y es compacto, existen finitos discos que los cubren
y podemos elegir, por la continuidad uniforme de vy, una subdivisién a = £y <
-+ < t, = b de I de forma que cada subintervalo [¢;, t;+1] tenga imagen bajo
Y en alguno de estos finitos discos, que notamos B;. Notemos también F; a la
primitiva de f correspondiente a B;. En particular, Fy da una primitiva de f alo
largo de vy, s, - Supongamos que obtuvimos una primitiva Fy; de f a lo largo
de yl(4,1,1- Como B; y B;41 se intersecan en un conjunto conexo que contiene a
y(t;), existe una constante c tal que Fy; = F4+1 + c. Podemos reemplazar a F; )
por Fii1 + ¢, que sigue siendo una primitiva local de f, y obtenemos asi una
primitiva de f alo largo de yl(4,s;,,1- Inductivamente, queda construida F una
primitiva de f alo largo de toda la curvay. O
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Figura 3.3: Un esquema del argumento de pegado en la demostracion.

Dada una primitiva F de f alo largo de y, definimos la integral de f alo largo
de y por

ffdz:F(b)—F(a).
Y

Esta definicién no depende de la elecciéon de primitiva F por la proposiciéon
anterior y es consistente con nuestra definicién en el caso que y sea suave a
trozos en vista de la Proposicién 1.6: es suficiente usar tal proposicién en los
subintervalos [¢;, t;+1] donde f admite una primitiva F; para obtener

n-l n-1
Fb)~F@) = Y. (Flti) - F(t) = Y. fdz

i=0 i=0 YVl 0,0)
=ffdz.
Y

Homotopias y regiones simplemente conexas

Fijemos ahora I = [0,1] el intervalo unidad y dos caminos yoyy1: 1 — Qy
consideremos los casos en que

(a) tienen el mismo punto inicial y el mismo punto final 6,

(b) ambos son caminos cerrados.

Una homotopia dey, ay; es una funcién continua H: I x [ — Q que cumple
que
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Figura 3.4: Una homotopia con extremos fijos entre yo y 7.

H(s,0) =yo(s) parase I,

H(s,1) =7y1(s) parase,

t— H(0,1) y t— H(1, t) son caminos constantes en el caso (a) o que,

s— H(s,t) esunlazo paracada ¢ € I en el caso (b).

En el caso (a) decimos que yg y Y1 son homotdpicos por extremos fijos en Q
y en el caso (b) que son homotdpicos como lazos en ), y en ambos casos no-
tamos Yo = y;. Es ttil pensar a una homotopia como una familia continua de
caminos y;(s) = H(s, t) que comienza en y(#) y termina en vy (¢). La Figura 3.4
ilustra una homotopia en el primero de los dos casos. El lector estd invitado a
hacer lo mismo en el segundo caso.

Teorema 3.2. (Invarianza homotépica) Siyg yy1 son caminos homotopicos en
Q, entonces
fdz=| fdz.
Yo 71

Fijamos una funcién continua H : [ x I — Q. Para demostrar el teorema an-
terior usamos nuevamente la nocién de primitivas a lo largo de una funcién
continua: una primitiva de f a lo largo de H es una funciéon F: I x | — Q que
cumple la siguiente condicion: para cada (s, t) € I existe un entorno abierto U
de H(s, f) y una primitiva G de f en U tal que Go H = F en un entorno de (s, f).

Proposicién 3.3. La funcion f admite primitivas a lo largo de H, y dos de ellas
difieren en una constante.

Demostracién. El argumento es similar al que ya hicimos para un camino, pero
ahora subdividimos al cuadrado I x I en cuadrados mas pequefios donde f ad-
mite primitivas locales, y luego, muy cuidadosamente, pegamos las primitivas
para obtener una global.
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Figura 3.5: Una subdivision de 3 x 3.

Para cada punto de la imagen H(I x I) existe un disco que lo contiene, y en
el que f admite una primitiva. La compacidad de I x I y la continuidad de H
aseguran que existen finitos de estos discos que cubren a H(I x I) y, por la conti-
nuidad uniforme de H en I x I, podemos subdividir a I x I en finitos rectdngulos
R;j de forma que H(R;;) estd contenido en alguna de éstas finitos discos, que
notamos B; ;. Alas respectivas primitivas locales en esos discos las notamos F; j,
yasumimos que los R; j estdn etiquetados de forma que se ubican en I x I como
lo ilustra la figura siguiente en el caso que haya 9 de ellos.

La funcién F1; ciertamente es una primitiva de f alo largo de H|g,,, Y B11 se
interseca con Bjy en un conjunto conexo no vacio, asi Fj, difiere de F;; en
una constante. Esto permite definir una primitiva de f a lo largo de H sobre
R11 U Ry3. Inductivamente, podemos definir una primitiva de f alo largo de la
primera columna de rectdngulos C; = Ry; U---U Ry, obteniendo una funcién
que notamos Fj.

Hacemos ahora lo mismo para cada una de las finitas columnas para obtener
funciones F; que son primitivas de f a lo largo de la restriccién de H a esa co-
lumna C; de rectangulos. Podemos ahora repetir la misma idea para pegar a
éstas primitivas: la columna de rectangulos C; se corta con la columna C, en
un conjunto conexo no vacio, asi F; y F» difieren de una constante. Inductiva-
mente, modificamos las restantes primitivas para obtener la primitiva deseada,
definida en todo I x I. O

Notemos que esto generaliza lo que ya hicimos para caminos: si H es una ho-
motopia entre dos caminos Yo y y1 y si F es una primitiva de f alo largo de H,
entonces para cada s € I la funcién ¢ — F(s, £) es una primitiva de f alo largo
de t — y,(s), y para cada ¢ € I la funcién s — F(s, t) es una primitiva de f alo
largo de s — y(s).
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| | | |
| | | |
Ry3 ! Ry3 ! Rs3 Ry3 ! Ry3 ! Rs3
| | T | |
****** | |
Ry « Ry | Ry Ri2 « Ryp | Ry
[l T
Rii | Ru | Rs Rii | Rn | R3
| | | |

Figura 3.6: El primer paso, donde obtenemos primitivas en las columnas.

Las Figuras 3.6 y 3.7 ilustran el proceso de pegado inductivo que dimos en el
teorema. Podemos dar ahora la

Demostracion de la invarianza homotdpica de la integral. Dada una homotopia
H:IxI— Qdeygay, seaF:IxI— Qunaprimitiva de f alo largo de H.
Como H(s,0) = yo(s) y H(s,1) = y1(s), F(s5,0) y F(s,1) son primitivas a lo largo
de yo y v1 de f, respectivamente, resulta que

fdz=F(,0) - F(0,0), fdz=F(Q1,1)-F(0,1).
Yo 71

En el caso (a), como H(0,t) y H(1,t) son constantes para ¢ € I, lo mismo vale
para F, y deducimos que F(1,0) = F(1,1) y que F(0,0) = F(0,1). En el caso (b),
sea H(0,t) = H(1,t) := 6(¢). Entonces tanto F(0, t) como F(1, f) son una primi-
tivas de f lo largo de 4 y luego

f fdz=F(0,1)-F(0,0)=F(1,1)-F(1,0),
9
que completa la demostracion del teorema. O

Ejercicio 48. Probar que todo camino continuo en Q, no necesariamente suave
a trozos, es homotépico a un camino suave a trozos en Q.

El ejercicio anterior nos permite definir, de forma indirecta, la integral de f €
% (Q2) sobre caminos continuos arbitrarios y, en vista del teorema anterior, esta
definicién es compatible con la usual para caminos suaves.

Un lazo en Q se dice nulhomotépico en () si es homot6pico a un camino cons-
tante en Q. Decimos que Q es simplemente conexo si todo lazo en Q es nulho-
motopico. La siguiente proposicién afirma que las funciones holomorfas “no
ven” alos caminos nulhomotépicos.
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|
|
|
|
|
C—C | G C—CG—C
|
|
|
|
|

Figura 3.7: El segundo paso, donde pegamos las primitivas obtenidas en cada
columna a una en todo el cuadrado.

Corolario 3.4. La integral de toda funcién holomorfa sobre un lazo nulhomoté-
pico es nula.

Demostracion. En efecto, la integral de una funcién sobre un camino constan-
te es evidentemente nula y, por el Teorema 3.2, lo mismo es cierto para todo
camino homotépico a éste. O

Otra forma de enunciar lo anterior es la siguiente.

Corolario 3.5. Si existe una funcion holomorfa que tiene integral no nula sobre
un lazo, este camino no es nulhomotaopico.

Ya conocemos ejemplos de regiones simplemente conexas.
Proposicion 3.6. Toda region estelar es simplemente conexa.

Demostracién. Sea Q) una region estelar con centro ¢, y sea y : [0,1] — Q un
lazo en Q. Consideremos la homotopia H: [0,1] x [0,1] — Q tal que

H(s,t)=ty(s)+ (1 -1c.

Entonces H(s,0) = c, el camino constante en ¢, H(s,1) = y(s), el lazo y, y para
cada s, el camino H(s, t) es un lazo, pues se obtiene de y por una traslacién y
una homotecia. Asi H es una homotopia en Q) de y a un lazo constante, como
queriamos probar. O

Un lazo y en Q que asigna integral nula a toda funcién holomorfa sobre Q se
dice nulhomdlogo. Resulta asi que todo lazo nulhomotépico es nulhomélogo.
Sin embargo, existen lazos en regiones de C que son nulhomoélogos pero no
nulhomotépicos, aunque por el momento no tenemos las herramientas dispo-
nibles para probar este fen6meno.
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4. FEjercicios

Ejercicio 49. Sea y el borde del primer cuadrante del disco unidad. Calcular

f zdz, flzlzzdz
0B; Y

Ejercicio 50. Sean y1,Y> curvas en C con v (1) = y2(0), y notemos por —y; ala
curva y; recorrida en el sentido opuesto, y por y; * y» a curva que se obtiene al
concatenar y; con y2. Probar las siguientes propiedades:

(1) Aditividad en caminos: [, ., fdz= [, fdz+ [, fdz
(2) Cambio de orientacion: [_, fdz=-[, fdz

Ejercicio 51. Sea y la interseccién de 0B; con el semiplano {z € C : J(z) = 0}.

Demostrar que
sin(z) 1+e
s—dz|=m——.
y z 2

eiz
Ejercicio 52. Probar que rlilp f —dz =0donde I'; es la porcién del circulo
—+ooJr, z

0B, en el semiplano positivo.
Ejercicio 53. Fijemos un ntimero real positivo r.

(1) Calcular faB, (z—v)Vdzsiv esun entero distinto de —1.

(2) Probarquesiv¢ B(0,r), entonces

1 dz —0
2mi Jop, z—v
(3) Probar que si v € B(0,r), entonces
1 dz
— =1.

2mi JoB, z—V B

Sugerencia: reducir al caso que v = 0 usando la Figura 3.8.
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Figura 3.8: That is no moon. It’s a space station — Obi Wan Kenobi.

(N

P
\/ rlul

Figura 3.9: La curva en forma de hélice del Ejercicio 58

Ejercicio 54. Sea (f,) una sucesién en € (Q2). Demostrar que si (f;) tiende a f
de forma localmente uniforme en Q, entonces

Vlglgoj;/fvdz:j}:fdz

para todo camino y en Q.

Ejercicio 55. Sea (f,) € ©0(Q). Probar que si (f,) converge de forma localmente
uniforme a f en Q entonces f € ¢(Q) y que, ademds, las derivadas (f;) conver-
gen de forma localmente uniforme a f’ en Q.

Sugerencia: usar el teorema de Goursat para probar que f es localmente integrable y la
férmula integral de Cauchy para probar la afirmacién sobre las derivadas.

dz
Ejercicio 56. Encontrar todos los posibles valores de f T3 2 donde y es una
z

Y
curva diferenciable simple cerrada que no pasa por i ni —i.

2472 + b2 = 1 por una
on dr 21

a?cos?t+b%sen>t  ab’

Ejercicio 57.Parametrizar la elipse con ecuacién x

: dz .
curva apropiada y y evaluar f - Deducir que f
Y 0
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Ejercicio 58. Probar que si u = |u|e?’ es un niimero complejo no nulo y si

|Sul < Ru entonces
1242 T
fe ut dt:£,
R

u

integrando a la funcién holomorfa f(z) = e~ sobre la curva de la figura, y ha-

ciendo que r — oo. Sugerencia: Probar que las integrales sobre los arcos tienden a cero.

Ejercicio 59. El indice de una curva. Sea y una curva cerrada y w un punto C

fuera de ella. Llamamos a
1 dé

2niJy é—w

el indice de la curva y con respecto a w y lo notamos Ind(y, w). Definimos el
interior de la curva y por Int(y) = {z € C~vy : Ind(y, z) # 0} y el exterior de la
curvay por Ext(y) = {z€ C~v:Ind(y, z) = 0}. Probar la siguientes afirmaciones.

(1) —Ind(y, w) = Ind(-y, w) donde —y se define como en el Ejercicio 50.

(2) Siy estd contenida en B(c, 1), todo punto de B(c, )¢ es exterior ay.

(3) La funcién z € C — Ind(y, w) es continua y es constante en cada com-
ponente conexa de C~ .

(4) La componente conexa que contiene a Int(y) es acotada.

Ejercicio 60. Sean y; y y» curvas en C que no pasan por el origen, y sea y; - y2
la curva que se obtiene multiplicando puntualmente estas dos curvas. Probar
que

Ind(y; - y2,0) =Ind(y;,0) + Ind(y>,0).

Sugerencia: usar logaritmos como primitivas locales.

Ejercicio 61. Calcular las siguiente integrales de linea.

z log(1 +
W | s @ [ g2,
0By 2—2 0By3 (z - %)
© ser;z dz, 4 f cozs(nz)2 .
B, Z 0B (1) (z2—1)

Ejercicio 62. Probar que la funcién f(z) = f()* ® =2* 4t es holomorfa en el se-
miplano positivo {z € C:R(z) > 0}.
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Ejercicio 63. Probar quesi f es holomorfa en B(0, R) y continua en B(0,R), en-

tonces ) Faw)
w

=— d

F@ 2mi Jopp W—2 w

paratodo z € B(0,R).

Ejercicio 64.Sea f € 0(Q), y tomemos dos puntos distintos z, w € C. Sea B =
B(c,r),yd; =|z—cl,dy = |w—c|. Usando la férmula integral de Cauchy, probar
que
- 1
f(@ f(W)__f [ dé

z—w  27miJop (E-2)(E-w)

y luego, con la estimacién estdndar, obtener la desigualdad

‘f(Z) —Jw) < d |flos.

z-w | (r—d)(r—d)
Deducir de esto el teorema de Liouville: una funcion entera y acotada es cons-
tante.
Nota: Observar que la misma conclusion se deduce si la funcién r € R — | flgp, € R

crece “mas lento” que r. En este sentido, las funciones enteras no constantes divergen
por lo menos como |z|.

Ejercicio 65.Seay unacurvaenCysea g:y x — C continua. Supongamos,
ademads, que para cada ¢ € y, la funcién z — g(¢&, z) es holomorfa en Q. Ento-
neces la funciéon

G(z) = f 8, 2)d¢
Y
es holomorfa en Q. ;Cudl es su derivada?

Ejercicio 66. Mdximos en discos*. Sea f € 0(Q), y sea B un disco abierto de
radio r contenido en Q.

(1) Usando la estimacién estandar y la férmula integral de Cauchy en B, pro-
bar que | f(w)| < |flsp si w es el centro de B.

(2) Probar que |f(w)| < a(w)|flsp dénde definimos a(w) = r|(w — z)_llaB y
w € B es arbitrario.

Nota: Aqui |(w — 271 |sp denota el maximo de la funcién h(z) = (w - z)"lendB.

(3) Haciendo lo anterior para f" para cada natural v, deducir que
If (W)l < a(w)"|flan

y concluir que la cota del primer item vale para cualquier punto interior
a B. Asi, el mdximo de f en B se alcanza sobre su borde.
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Ejercicio 67.Sean vy : [a,b] — C una curva diferenciable a trozos y Q < C un
abierto. Sea ¢ : ¥ x Q — C una funcién continuay g : Q — C definida por g(z) =
Jy 9w, 2)dw. Entonces:

(1) Lafuncién g es continua.

(2) Si para todo w € v, la funcién ¢(w,-) : Q@ — C es holomorfa y ademads

dp(w, 2) .
wwz resulta continua en wy z, entonces g es holomorfa y

1 [ 0p(w,z)
g(z)—j;/—az dw.

Ejercicio 68.

(1) Sean vy : [a,b] — C una curva diferenciable a trozosy f : y — C una fun-

ci6én continua. Definimos ¢ : y x (C\y) — C por ¢(w,z) = % yg:C\

v — C por g(z) = fy(p(w, z)dw. Probar que g es holomorfa y g (z) =
fw)

nf, dw.

(w—z)"“

(2) Deducir que siy es cerraday f es holomorfa, entonces se tiene que

f(n) (2) _ 1 f(W)

n! 2milnd(y,2) Jy (w-z)"*! v
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Capitulo 4

Teoremas fundamentales
sobre funciones holomorfas

There is a certain principle of moderation in the theory of analytic functions
which it is easy to sense but very hard to pin down and to express in exact terms.
The reader may have noticed that orderly behavior has a way of propagating
itself in this theory; thus, the existence of one derivative gave the existence of de-
rivatives of all orders. A bound for the absolute value of f(z) on the frontier of
a domain of holomorphism is also a bound in the interior, and uniform conver-
gence on the frontier implies uniform convergence in the interior. [...] All these
theorems can be regarded as reflections of the principle of moderation: a fun-
ction of modest rate of growth is allowed just so much freedom in its behavior or

else. ..
Einar Hille
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1. Control de las derivadas

Estimaciones de Cauchy

Fijemos unaregién Q en C y una funcién holomorfa f : Q — C. Veamos que el
crecimiento de las derivadas de f estd controlado por ella.

Proposicion 1.1. Sea B un disco de radio r y centro ¢ con clausura contenida en
Q y sea n € N. Entonces

|flaB

dz)"1’ donde d(z) es la distancia

(1) Paracadaz € B vale que|f'" (z)| < rn!
de z al borde de B.

|flop

sh+l’

(3) Si M(r) = |flsB,(c), entonces |a,|r"™ < M(r), donde }_,~0 an(z—c)" es el
desarrollo en serie de potencias de f en torno ac.

2) SiB'=B(c,r—s)con0<s<r entonceslf(")|3/ <rn!

Notemos que el tercero de los resultados nos da la constante M del lema de
Abel que prueba que la serie de potencias de f en torno a c tiene radio de con-
vergencia positivo.

Demostracion. Fijemos z € By n € N. Por la férmula integral de Cauchy, tene-

mos que
(n) :L'f f(f)
FR@ =00 b e

y luego la estimacién estdndar da la primera afirmacion. En efecto, tenemos
que

n! 1
[F™(2)| < — 277|flsg méx|z — &7,
f Y flan mdx ¢

Yy MéXseop lz—&7 1 = mingesp |z—¢&| no es otra cosa que la distancia de z al borde
de B. La segunda se deduce inmediatamente de la primera, pues en ese caso
s < d(z). Finalmente, para ver la tercera notamos que la segunda vale, en el
caso que z = ¢, para todo 0 < s < r. Haciendo que s — r, obtenemos lo que
queremos, notando que a, = " (c)/n!. Esto completa la demostracién. O

Veamos que podemos obtener estimaciones del crecimiento de las derivadas
de f no solo en discos compactos, como afirma el segundo item de la proposi-
cioén anterior, si no en conjuntos compactos arbitrarios.

Teorema 1.2. Sea K compacto contenido en Q) y sea L un entorno compacto de
K contenido en Q. Para cada n € N existe una constante My, que depende solo
deQ, K y L, tal que para toda funcion f € 0(Q),

1F ™1k < Myl fly.



Control de las derivadas | 71

Demostracién. Fijemos f € 0(Q)) y tomemos K y L como en el enunciado del
teorema. Para cada punto z € K existen discos B', B con B' € B yB<c L, yuna
constante C,,, que depende de zy L tal que | f"”|5 < C|fls. Los discos B’ asi
obtenidos cubren a K, y luego existen finitos de ellos, digamos Bi, ...,B’t, que
cubren a K. Dado que | flsp, < |f|z para cada uno de los respectivos discos B;,
es suficiente elegir M, como el méximo de las respectivas constantes Cj,...,C;
para obtener que
If "1k < Ml 1L,

como afirma el teorema. O

El teorema de Liouville

Veamos una aplicacién de la desigualdad de Cauchy

n
lan|r"” <|flsB, )

valida para toda funcién holomorfa en un entorno de cy cuya serie }_ a,(z—c)"
en torno a ese punto tiene radio de convergencia mayor a r, que obtuvimos en
la Proposicién 1.1.

Teorema 1.3. (Liouville) Toda funcién entera y acotada es constante.

Demostracion. Sea f : C — C entera y acotada, y consideremos el desarrollo
en serie de f =) a,z", que sabemos converge en fodo C. Si M es tal que | f| <
M, entonces para todo r > 0 y todo n € N vale, por la desigualdad de Cauchy,
que |a,|r"™ < M. Como r > 0 es arbitrario, deducimos que a, =0sin >0,y
luego es el caso que f = ap es una funcién constante. O

Una aplicacién interesante del teorema de Liouville es la siguiente.
Proposicién 1.4. La imagen de una funcion entera no constante es densa en C.

Demostracién. Supongamos, por el absurdo, que existe un punto w € C y un
disco B(w,r) de modo que f(C)n B(w,r) = &. Esto implica que paratodo z€ C
vale que |f(z) —w| =1 >0, 0, lo que es lo mismo, que la funcién holomorfa

estd acotada. Pero esto implica que g, y luego f, es constante, contra nuestra
hipétesis. O

Esta proposicién vaticina un resultado famoso de Emile Picard, que afirma
que, de hecho, la imagen de cualquier funcién holomorfa no constante es, o
bien todo C, o bien C menos un punto. Ya conocemos ejemplos de esto: sin(C) =



72 | Tres teoremas fundamentales Andlisis Complejo

C, mientras que exp(C) = C~0. El teorema de Liouville da una—entre muchas!—
formas de probar que todo polinomio no constante con coeficientes en C tiene
al menos una raiz compleja.

Teorema 1.5. Todo polinomio no constante tiene una raiz compleja.

Demostracién. Sea p un polinomio en C[X], y supongamos que no tiene nin-
guna raiz. Entonces la funcién f(z) = p(z)~! es holomorfa en todo C. Sin em-
bargo, | f(z)] — 0 cuando |z| — oo. Resulta que f es entera y acotada, y luego
es constante. Deducimos que lo mismo es cierto para p, en contra de nuestra
hipétesis. Esto prueba el teorema. O

2. Tres teoremas fundamentales

The values that an analytic function assume in the different parts of its domain
of existence are related to each other: they are connected by analytic continuation
and it is impossible to modify the values in one part without inducing change
throughout. Therefore an analytic function can be compared to an organism the
main characteristic which is exactly this: Action on any part calls forth a reaction
of the entire system. — George Pélya y Gabor Szegd[Pol].

En lo que sigue fijamos una regién Q < C y una funcién holomorfa f: Q — C.

El teorema de la identidad

Ya sabemos que las funciones holomorfas son analiticas, y esto implica que
heredan, esencialmente, todas las propiedades buenas que tienen las series de
potencias convergentes. El siguiente teorema es el reflejo sobre las funciones
holomorfas del hecho que una serie de potencias queda univocamente deter-
minada por sus coeficientes.

Teorema 2.1. (Teorema de la indentidad) Sea g holomorfa en Q. Son equiva-
lentes,

(1) Las funciones f y g coinciden, es decir, f = g,
(2) ElconjuntoC=1{ze€Q: f(z) = g(z)} tiene un punto de acumulacion en Q,
(3) Existec € Q tal que f (c) = g (c) para todo n € N.

Demostracién. Es trivial que (1) = (2). Si, por otro lado, ¢ es un punto de
acumulacién de C en Q, y digamos que (c;;) es una sucesién en Q~c que tiende
a c. Entonces ciertamente f(c) = g(c). Podemos considerar ahora la serie de
potencias h =Y a,(z—c)" de f — g. Por lo anterior h(z) = (z — c)h;(2z) donde
hi(c) = W' (c), y hi(cy) = 0 para todo n. Luego haciendo n — oo es hj(c) = 0.
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Continuando de esta manera, obtenemos que 72" (c) = 0 para cada natural n €
N. Finalmente, consideremos el conjunto

T:{ZEQ:h(”)(z):Oparatodo neNt.

Como cada derivada h™ es continua, este conjunto es cerrado en Q. Pero es
también abierto en Q: si zp € T y la serie de Taylor de & en z; converge en un
disco B < Q, entonces ciertamente B < T. Si vale (3), entonces T es no vacio, y
luego T = Q en vista de la conexién de Q. Esto implica que f = g. O

El teorema de la identidad asegura que para cada c € Q, existen solo finitos n €
N tal que £ (c) = 0. Llamamos al primer y € Nj tal que f*(c) # 0 el orden de f
en ¢, ylo notamos o.(f); esto define, para cada ¢ € , una funcién o, : G(Q2) —
No. Ademads, o.(f) coincide con el orden del desarrollo en serie de potencias
de f(z+ c¢) en torno al origen, que definimos en el Capitulo 2. Andlogamente,
definimos la multiplicidad de f en w como el ntimero de raices de f(z) = f(c),
ylo notamos u(f,c).

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la siguiente caracteriza-
ci6on de las soluciones a la ecuacién f(z) = w para w € C.

Teorema 2.2. (Fibras discretas) Sea f no constante. Para cada w € C el conjunto
Y w) ={zeQ: f(2) = w} es discreto en Q y a lo sumo numerable.

Llamamos a f~!(w) la fibra de f sobre w, que le da nombre a nuestro teorema.
Ya conocemos un ejemplo de este fenémeno: el conjunto de soluciones de la
ecuacion exp z = 1 es el subconjunto numerable y discreto 27iZ de C.

Demostracién. Fijemos w € C. Por definicién, la fibra F = f~!(w) es un con-
junto cerrado. Supongamos que c¢ es un punto de acumulacién de F. Entonces
¢ € F, y luego el conjunto donde f coincide con la funcién constante w tiene
un punto de acumulacién en Q, y resulta f constante, contra nuestra hipdtesis.
Luego F es discreto.

Para ver que F es alo sumo numerable, notemos que para todo compacto K en
Q, el conjunto K n F es compacto y si es infinito, admite un punto de acumula-
cién en K, que ya vimos es imposible. Luego KN F es finito para cada compacto
K de Q, y esto implica que F es alo sumo numerable, pues Q puede expresarse
como la union creciente de numerables compactos. Esto completa la demos-
tracion. O

El teorema del médulo maximo

La siguiente férmula de Gutzmer es un refinamiento de las desigualdades de
Cauchy de la Proposicién 1.1.
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Proposicion 2.3. Supongamos que f tiene un desarrollo en serie de potencias

Y an(z—o)"

n=0

en un entorno de c, que esta serie tiene radio de convergencia mayor ar, y sea
M(r) =flaB, ). Entonces

21 X
Y lanlfre" = —fo If(c+rethdt < M(r)>.

n=0

Demostracién. Consideremos la funcién g : [0,27] — C tal que g(f) = f(c+
re'!), esto es

g(t) Z anrn lflt

n=0
Por la férmula integral de Cauchy, tenemos que

2n .
— flc+rehe ™™dt=a,r",
27 Jo

y luego,

1 2 ine_ L [ ity n_—int
— c+re =— a,fc+re)re " dt
ano £ =50 ; nf( )

1 27[— ity.n —int
= — a,fc+re'Hre " dt
Y o [ @pteret

n=0

1 27
— Z el la |2r2n
= n
75027 Jo

donde el intercambio entre la integral y la suma esta justificado por la con-
vergencia normal de la serie que representa a f. Esto prueba la igualdad del
enunciado, y la desigualdad derecha se deduce de la estimacién estindar. O

De esta féormula deducimos que para todo natural n vale la estimacién de Cauchy
lan|r' < M(r) —algo que ya sabiamos era cierto— pero deducimos ademads el
siguiente corolario.

Corolario 2.4. Si para algiin ne N es |a,|r" = M(r), entonces a,, = 0 para todo
m#n, yluego f = a,(z—c)".

Demostracion. Enefecto, silay|r" = M(r) entonces u Iaﬂlzrzl‘ <0, que fuer-
za que todos los términos que aparecen en esta suma sean nulos. O
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Este corolario es todo lo que necesitamos para probar el préximo teorema fun-
damental sobre funciones holomorfas.

Teorema 2.5. (El teorema del médulo maximo) Supongamos que existec € Q y
un entorno U de c tal que | f(c)| = | fly —esto es, que c es un mdximo local de Q).
Entonces f es constante en Q).

Demostracién. En este caso el corolario anterior afirma que el desarrollo en
serie de potencias de f en torno a c es la serie constante f(c). Por el teorema de
la identidad, resulta f constante en todo Q. O

Corolario 2.6. (Elteorema del médulo minimo) Supongamos que existec € Q y
un entorno U de c tal que | f(c)| = minzey | f(2)|. Si f no es constante, f(c) =0.

Demostracion. Basta notar que si f(c) # 0, la funcion g = 1/ f es holomorfa en
algun entorno V < U de c, y tiene ahi un maximo local en c. O

El siguiente teorema es se deduce inmediatamente del Teorema 2.5.

Teorema 2.7. Sea Q) una regioén acotada en C, y sea g : Q — C continua y holo-
morfa en Q. Entonces el mdximo de g en Q) ocurre en 0Q).

Demostracién. Si g es constante, la afirmaciéon es inmediata. Podemos asumir,
entonces, que g no es constante. Como Q es acotado, Q es compacto, asi g
asume su valor méximo en alguno de sus puntos. Por el teorema del médulo
maximo, este punto no puede ser interior a Q. O

Una consecuencia interesante de este teorema es el siguiente resultado, cono-
cido ya por Weierstrass, sobre la “propagacion de la convergencia uniforme”.

Teorema 2.8. Sea Q) una regién acotada y (f,) nen Una sucesion de funciones
continuas sobre Q y holomorfas en €. Si la sucesion de restricciones (f,, |5 Q) nen
converge uniformemente sobre 0Q2 entonces (f,,) nen cOnverge uniformemente so-
bre Q a una funcién continua sobre Q y holomorfa en Q.

Ellector hard bien en demostrar el siguiente corolario, que usaremos mds ade-
lante.

Corolario 2.9. Sea Q) una region, (f,,) nen Una sucesion de funciones holomorfas
enQ y D un subconjunto discreto de ). Si (f,,) nen converge uniformemente sobre
cada compacto de Q~K, de hecho converge uniformemente sobre cada compacto
deQ.
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El teorema de la aplicacion abierta

El dltimo de los tres teoremas sobre funciones holomorfas que queremos pro-
bar es el siguiente.

Teorema 2.10. (El teorema de la aplicacién abierta) La imagen de cualquier
abierto de Q) bajo f es también un conjunto abierto.

Nuestra demostracién se basa en una idea similar a la demostracién del Coro-
lario 2.6.

Proposicion 2.11. Sea B un disco abierto con centro c y clausura contenida en
Q, y supongamos que min,eag | f (2)| > | f(c)|. Entonces f tiene un cero en B.

Demostracién. Supongamos que f no tiene ceros en B. Entonces g = 1/f es
una funcién holomorfa en un entorno de B, yluego por la desigualdad de Cauchy,

-1
Ig(c)lsgrel%lg(z)l=(£r€%%|f(z)l) ,

que va en contra de nuestra hipétesis. O

De lo anterior deducimos el siguiente corolario, que es una versién cuantitati-

va del teorema de la aplicacién abierta: determina de forma precisa el tamafio
de una bola contenida en f(B) en torno a f(c) en términos de los valores que
asume f en dB.

Corolario 2.12. Supongamos que 20 := mé%' f(2) — f(c)| es positivo. Entonces
ZE,

f(B)2B(f(c),0).

Demostracién. Consideremos un b € C con |f(c) — b| < 6. Si tomamos z € 0B,
tenemos que
|f(2)=Dbl=|f(z)-f(c)l=1b-f(c) =6,

asi min,epp | f(2) — bl > | f(c) — b|. La proposicién anterior asegura que b = f(z)
para algtin z € By esto prueba lo que afirma el corolario. O

Podemos dar ahora la

Demostracién del Teorema 2.10. Dado c € (, la hipétesis que f no es constan-
te y el teorema de la identidad aseguran que existe una bola B con clausura
contenida en Q tal que f(c) ¢ f(0B): de lo contrario, existiria una sucesién de
puntos, convergentes a ¢ donde f toma siempre el valor f(c). Resulta enton-
ces que min,epp | f(2) — f(c)| =26 > 0, y luego el corolario anterior implica que
f(B) 2 B(f(0),0), y esto es suficiente para probar que todo abierto de Q tiene
imagen abierta bajo f, como afirma nuestro teorema. O
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Ejercicios

Ejercicio 69. Consideremos para cada n € N el conjunto
Q,={zeQ:|zl<nyd(z,0Q) = n 1.

Probar que valen las siguientes propiedades:

(1) Q, es compacto paracadaneN,
2) Q1 e,
3) Q= U Q.

n=1
Obtener asi una prueba de la dltima afirmacién en la demostracién del teorema
de fibras discretas.

Ejercicio 70. Dar una prueba la tltima afirmacién que hicimos en la demos-
tracién del Teorema 2.10.

Ejercicio 71.Sea f entera, y supongamos que existe n € N, M > 0y R un nu-
mero real positivo tal que | f(z)| < M|z|" para todo z tal que |z| > R. Probar que
f esun polinomio de grado menor o igual que 7.

Ejercicio 72.Sea f € 0(C) no constante. Probar que la funcion M : r e R —
|flap, € R es continua y (estrictamente) monétona creciente.

Ejercicio 73. Férmula de Guntzmer. Sea g =Y a, z" es una serie de potencias y
sea 0 < r < Rg. Probar que

1 2n .
Y |av|2r2V:5f lg(re’)Pdt < Mg(r)*.
0

v=0

Ejercicio 74.Sea f entera y supongamos que existen dos niimeros complejos
z0 ¥ 21, R-linealmente independientes, tales que f(z+ zp) = f(2) y f(z+ z1) =
f(2) para todo z € C. Probar que f es constante.

Ejercicio 75. Fibras numerables.

(1) Sea f :Q — C holomorfa no constante. Probar que para cada w € Q tal
que f(w) =0 existen n € Ny g: Q — C holomorfa que no se anula en w
tales que f(z) = (z— w)" g(z) en Q.

(2) Con las hipétesis del item anterior, verificar que el conjunto de ceros de
f es discreto. Deducir que en todo compacto de Q, la ecuacién f(z) = ¢
tiene s6lo un nimero finito de ceros, y luego que cada fibra f~!(c) esalo
sumo numerable.
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Ejercicio 76. Decidir en cada caso si existe f holomorfa en B(0,1) que cumple
lo pedido.

1 1 1
(1) f(%)—f(ZnJrl)—zparatodonel\l.

1
2 f(;)= paratodoneN,n> 1.

3-2n
Ejercicio 77.En cada caso, hallar las funciones enteras que cumplen lo pedido.

3
(1) Paratodo neN, nzf(%) +f(%)=0,

1
—)+1=0.
n

1 3 1 2
(2) Paratodo neN, nzf(;) —nzf(;) —f

Ejercicio 78. Sea Q) simétrico conrespectoaRtalque QNR#@ysea f:Q—C
tal que f(QQNR) € R. Probar que para todo z € Q vale que f(z) = f(z).

Ejercicio 79. Sea Q un abierto acotado y conexo y n € N. Dados n puntos dis-
tintos p1, p2,..., pu en el plano R?, probar que el producto ppy -...- pp, de las
distancias de un punto p en Q alos puntos py, ..., p, alcanza su maximo en un
punto de la frontera de Q.

Ejercicio 80. Supongamos que Q es acotado y sea f € O0(Q) N € (Q). Si |f] es
constante en 0Q2, probar que o bien f es constante en Q2 o bien se anula alli.

Ejercicio 81. Existencia de ceros. Sea B un disco abierto con clausura contenida
en Q y centro c. Sea f € G(Q) y supongamos que mingg | f| > | f(c)I.

(1) Probar que f tiene una cero en B.

(2) Deducir que si 26 := mingg |f — f(c)| > 0, entonces B(f(c),8) < f(B).

Ejercicio 82.Sea f € 0(Q). Probar que si f tiene un minimo local en un punto
w de Q entonces o bien f es constante o bien f(w) = 0.

3. Extension de funciones holomorfas

El teorema de continuacion de Riemann

Una de las consecuencias del teorema de Goursat es que una funcién que es
holomorfa en toda una regién Q salvo, posiblemente, un punto de ella, es de
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hecho holomorfa en todo Q. Veamos un refinamiento de este hecho, atribuido
a Bernhard Riemann.

Fijemos una regién Q en C y una funcién f : Q~c — C. Si f es continua,
decimos que f se extiende de forma continua sobre Q) si existe una funcién
continua definida en Q que se restringe a f en Q~c. Ellector puede deducir que
significa que f se extiende de forma holomorfa sobre Q) reemplazando todas
las instancias de la palabra “continua” por la palabra “holomorfa” en la oracién
anterior.

Teorema 3.1. (Teorema de continuacién de Riemann) Si f es holomorfa, son
equivalentes:

(1) f seextiende de forma holomorfa sobre (),
(2) f seextiende de forma continua sobre (3,
(3) f estd acotada en un entorno de c,

4) lim,_..(z—c)f(z) =0.

Demostracion. Esté claro que (1) = (2) = (3) = (4). Veamos que (4) =
(1). Sin perder generalidad, podemos asumir que ¢ = 0. Consideremos las fun-
ciones gy htalque g(2) = zf(2) size Q~0y g(0) :=0, y h(z) = z2g8(2).

Dado que g es continua en 0 por hipétesis, la funcién h es derivable en 0, y
1 (0) = g(0) = 0, asi h es holomorfa en todo Q, y en particular admite un desa-
rrollo en series de potencias centrado en 0. Como k(0) = k'(0) = 0, este desarro-
llo es de la forma

h(z) :z2(1+a1z+a2z2+-~-) = zzhl(z)

y la serie de potencias h; (z) es la extension holomorfa de f buscada en un en-
torno del origen. O

Notemos que lo anterior prueba que la misma conclusién es vélida si asumi-
mos que | es holomorfa en todo Q salvo, posiblemente, en un subconjunto
discreto D de puntos de Q, donde la condicién (4) vale para cada c € D.

Singularidades en la frontera

Fijemos una funcién analitica f : Q — C. En cada punto ¢ de Q, f admite
entonces una representacion como serie de potencias que converge en algin
disco B contenido en Q. Puede suceder, sin embargo, que esta serie de poten-
cias tenga un radio de convergencia mayor, y luego que f esté bien definida en
algin abierto que contiene propiamente a Q. Diremos que f tiene un punto
singular en c € 0Q) si no existe una serie de potencias g definida en un entorno
B de ¢ que coincide con f en QN B.
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Figura 4.1: Podemos agrandar el radio de convergencia de f.

Proposicion 3.2. Supongamosque Q es un disco B = B(c,r) y que el desarrollo
en serie de potencias de f en torno a c tiene radio de convergencia exactamenter .
Entonces f tiene necesariamente un punto singular en 6B.

En este sentido, el radio de convergencia Ry (c) detecta la singularidad mds pro-
ximade f ac.

Demostracién. Supongamos que ningutin punto de 0B es singular para f, y
veamos que la serie de potencias de f en torno a ¢ converge en un disco con
centro ¢ y estrictamente més grande que B. Por hipétesis, para cada z € 0B
existe un disco B, en torno a z y una funcién holomorfa que coincide con
f en B, n B. Como 0B es compacto, existen finitos discos, que renombramos
Bi,..., By, que cubren a dB. En cada disco B; tenemos la correspondiente fun-
cién holomorfa que notamos g;. Podemos asumir que entre estos finitos discos
ninguno estd contenido en otro; si no, descartar el mas pequefio, y los restantes
son también un cubrimiento de B.

Por el teorema de la identidad, si B; N B; es no vacio, g; = g; en tal interseccion.
Tiene entonces sentido que definamos una funcién

= . _Jf® sizeB,
f(Z)_{gi(Z) sizeB;.

Esta funcién es holomorfa en Q = BUB; U---U B, y, por el Teorema 3.2.8, su
serie de potencias en torno a ¢ converge en cualquier disco contenido en esta
unién. Pero por construccién —como se aprecia en la Figura 4.1— d(c,0Q) > r,
y esto contradice que r es el radio de convergencia de f en ¢, y completa la
demostracion de la proposicion. O
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Ejercicios

Ejercicio 83. Probar de modo maés formal que, en la demostracién anterior, la
distancia de ¢ al borde de Q es estrictamente mayor a r.

4. Funciones biholomorfas

Recordemos que f: Q — C es holomorfa y Q es una regién. Diremos que una
funcién holomorfa g : Q — Q' es biholomorfa si es biyectiva y su inversa es
también holomorfa. Diremos que g es localmente biholomorfa en c € Q si es
biholomorfa en un entorno de ¢ contenido en Q.

Raices e inyectividad local

Proposicion 4.1. Sea c € Q, y supongamos que el orden de f en c es n. Entonces
existe una tnica funcién holomorfa g : Q — C tal que f(z) = (z—)"g(2) y
gl #0.

Demostracién. La expresiéon de f en términos de g prueba su unicidad, si exis-
te. Para ver la existencia de g, notemos que la funcién g(z) = (z—¢)™"f(z) es
holomorfa en Q ~ c. Ademés, por la forma en que elegimos 7, g es continua en
c. Por el teorema de continuacion de Riemann, g es holomorfa en Q, y ademés
n'g(c) = f"(c) #0. O

Corolario 4.2. Supongamos que B es un disco con centro ¢ y clausura contenida
enQ y que la tinica raiz de f en B es c. Entonces

1 f'(2

271 Jog @ dz=o.(f).

Demostracién. Escribamos f = (z—¢)"g donde n = o.(f) y g no se anula en c.
Como c es la tinica raiz de f en ¢, g no se anula en ningtn punto de B, y luego
no lo hace en un entorno que contiene a B. Por otro lado,

f’(Z): n +g/(Z)
fla) z—c g’

asi resulta que,

! !
! —f (2) dz= nif ! dz+ L g (2) dz.
0

27i Jog f(z)  2milopz—c 27i Jop g(2)

Sin embargo la ultima integral se anula, pues g'(z)/ g(z) es holomorfa en algtin
disco convexo B’ 2 B contenido en Q. Obtenemos asi la férmula del enunciado.
O
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El siguiente lema muestra, por un lado, que el cociente incremental de f tien-
de de forma uniforme a f’(c) y, por otro, que f es localmente inyectiva si su
derivada no se anula.

Lema 4.3. Sea B un disco con centro c y clausura contenida en Q). Para cada par
de niimeros distintos z, w € B,

f@ - fw)

Z—W

fo|<If'-f'©ls.

En particular, si f'(c) Z0 ysi B estal que | f' — f'(c)lg < |f' ()|, f es inyectiva en
B.

Demostracién. La primera estimacion se sigue de que

ﬂm—ﬂm—f@@—w=f

[z,

ﬁf@—fmma

y la estimacién estdndar. Dejamos el cdlculo ya rutinario a manos del lector.
Para ver la segunda afirmacion, notemos que f’(c) # 0 podemos elegir B para
que |f' = f'(0)lg < |f'(c)| pues f’ es continua. Si z # w estdn en B pero f(z) =
f(w), la primera parte del lema implica que | f'(c)| < |f'(c)], que ciertamente es
imposible. Asi f es inyectiva en B, como dijimos. O

Criterio de biholomorfia

Teorema 4.4. Supongamos que f : Q — C es inyectiva. Entonces f(Q) = Q' es
una region y ' no se anula en Q. Ademds, f : Q — Q' es biholomorfa y si g es
su inversa

para todo we Q.

Demostracién. Como f es inyectiva, en particular no es constante, y por el teo-
rema de la aplicacion abierta, Q' es una region. Ademds, la inversa g: Q' — Q
es continua, pues f es abierta.

Como f es inyectiva, f' no puede anularse idénticamente en ningtn disco de
Q, asi nuevamente por el teorema de la identidad se anula en un conjunto N
cerrado y discreto de Q0. Como f es abierta, f(IN) = M es también cerrado y
discreto en Q'.

Tomemos ahora w € Q' ~ M ysea z = g(w). Como f es derivable en z, existe f;
continua tal que f(z) = f'(z) #0y

@) =f@+(E-2)f().
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Esto nos permite escribir, parad =gn)yg1 = fic g,

n=w+(gmn-gw)gim.

Como g1 (w) = f'(g(w)) # 0, existe un entorno de w donde
gm—-gw) =g~ - w),

que prueba que g es derivableen wy g'(w) = f'(g(w)) L.

Resulta que g es holomorfa en Q' ~ M y continua en Q' y luego, por el teore-
ma de continuacién de Riemann, es holomorfa en todo Q'. Ademas, vale que
g'(w) f'(g(w)) =1 para todo w € Q' ~ M. Por el teorema de la identidad, esto
es cierto es todo Q, asi f’ # 0 en todo Q. Esto completa la demostracion del
teorema. O

Veamos ahora una resultado andlogo para funciones holomorfas al teorema de
la funcién inversa del anélisis elemental.

Teorema 4.5. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea localmente
biholomorfa en un punto c € Q es que f'(c) #0.

Demostracion. Si f'(c) #0, el Lema 4.3 asegura que existe un disco B con cen-
tro ¢ y contenido en Q donde f es inyectiva. El Teorema 4.4 implica que f
es biholomorfa en B. Esté claro, por otro lado, que si f es biholomorfa en un
entorno de ¢, entonces f'(c) # 0, como vimos en la demostracién del Teore-
ma 4.4. O

Forma local normal

El siguiente teorema nos da una escritura canénica local para f, que usare-
mos enseguida para ver que, salvo un cambio de coordenadas holomorfo, f se
comporta como la funcién z+— z™ en un punto c € Q donde m = u(f, ¢).

Teorema 4.6. Supongamos que f : QO — C es holomorfa y no constante y to-
memos ¢ € Q. Existe un disco B < Q con centro ¢ y una funcion biholomorfa
h:B— B’ tal que

f=fl©+h™enB,

donde m = u(f, c). Ademds, tal escritura es tinica, en el sentido que si B es otro
disco con centroenc ysih: B — B’ es holomorfa, h'(c) # 0 y existe n € N tal que

f=f)+h"enB, (4.1)
entonces m = n y existe una raiz m-ésima de la unidad { tal que h ={h en Bn B.

Llamamos al término derecho de (4.1) una forma local normalde f en c.



84 | Ejercicios Andlisis Complejo

Demostracién. Para ver que tal escritura de f existe, escribamos f(z) = f(c) +
(z—c)"g(z) donde g es holomorfa y no se anula en un disco con centro en c.
Como este disco es convexo, g admite alli un logaritmo por el Corolario 3.2.5,
y luego admite, en particular, una raiz m-ésima q. Si ponemos h = (z — ¢)q en-
tonces h'(c) = g(c) # 0, pues g(c)" = g(c) # 0, asi podemos elegir un disco B
posiblemente més pequefio donde h es biholomorfa, y donde f = f(c) + h",
como queriamos.

Para ver que tal escritura es tinica, tomemos B, ny i como en el enunciado del
teorema. Como tanto & como / tienen orden 1 en ¢, '™ tene orden men cy h"
tiene orden 7 en ¢, y como coinciden en Bn B, n = m. Finalmente, como h y h
son ambas raices m-ésimas de f — f(c), deducimos que h = { i1 para alguna raiz
m-ésimas de la unidad, que completa la demostracién del teorema. O

Podemos ahora enunciar precisamente y probar la afirmaciéon que hicimos al
comienzo de esta seccién.

Teorema 4.7. Para cada c € Q existe un entorno U de ¢ en Q, un disco V con
centro f(c) y funcionesu:U — E, v:E— V tal que

(1) u es biholomorfay u(c) =0,

2) veslinealyv(0) = f(c),

@ fW)=vy

(4) f:U — V se factoriza como U — E Z_’Z? E—— V dondem =
p(f, 0.

Demostracién. Por el Teorema 4.6 existe un disco B con centro en ¢ y una fun-
cién biholomorfa h : B — h(B) tal que f = f(c¢) + h™ en B. Como h se anu-
la en ¢, existe un disco B(0,r) contenido en h(B). Ponemos U = h~1(B(0, 1)),
u=r"1h, v= B(f(c),r"yv:E— V talque v(2) = r'*z+ f(c), el entorno U 'y
las funcione uy v tienen las propiedades deseadas. O

5. Ejercicios

Ejercicio 84. Sea Q) simétrico conrespectoaRtalque QNR#@ysea f:Q—C
tal que f(QNR) <R. Probar que para todo z € Q vale que f(z) = f(2).

Ejercicio 85.Sea Q un abierto acotado y conexo y consideremos # puntos dis-
tintos Py, Ps,..., P, en el plano R?. Probar que el producto PP; -...- PP, de las
distancias de un punto P en Qalos puntos Pj,..., P, alcanza su maximo en un
punto de la frontera de Q.
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Ejercicio 86.Sea f entera tal que f(0) = 3 y | f(2)| < |e®— 1| para todo z en C.
Probar que f(z) = e* - % paratodo zen C.

Ejercicio 87. Supongamos que Q es acotado y sea f € G(Q) N €(Q). Si |f] es
constante en 0Q, probar que o bien f es constante en Q2 o bien se anula alli.

Ejercicio 88. Existencia de ceros. Sea B un disco abierto con clausura contenida
en Qy centro c. Sea f € 0(Q)) y supongamos que mingg | f| > |f(c)|.

(1) Probar que f tiene una cero en B.

(2) Deducir que si 26 := mingg |f — f(c)| > 0, entonces B(f(c),8) < f(B).

Ejercicio 89. Sea f € 0 (Q). Probar que si f tiene un minimo local en un punto
w de Q entonces o bien f es constante o bien f(w) = 0.

Ejercicio 90. Estimacion de Cauchy en compactos. Sea K < Q compacto. Probar
que para todo entorno compacto L de K en Q y todo v € N existe un constante
M, que solo depende de Q, K y L, tal que

1Yk < My|f];, para toda f € 6(Q).

Ejercicio 91. Convergencia de derivadas. Probar que si (f,) € 0(Q) converge
compactamente a f en Q, la sucesion de derivadas (f)) converge compacta-
mente a f' en Q.

Ejercicio 92. Supongamos que y es un camino en Qy que para algiina f € 6(Q)
la integral fy fdz esnonula. Entonces y no es nullhomotépico en Q.

Ejercicio 93. Probar que toda funcién holomorfa en Q es localmente la deri-
vada de una funcién holomorfa y, que si Q es simplemente conexo, entonces
admite, de hecho, una primitiva definida en todo Q.

Ejercicio 94. Supongamos que Q es simplemente conexo. Probar que toda fun-
cién holomorfa en Q admite un logaritmo, y luego que admite raices v-ésimas
paratodo v eN.

Ejercicio 95. Este ejercicio ilustra la existencia de curvas nulhomdlogas pero
no nulhomotépicas. Sea Q; = C\ {a, b}, donde a # b. Probar que la curva en
la siguiente figura es nulhomoéloga y convencerse de que no es nulhomotépica
en Q7.
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Ejercicio 96. Probar que si O es simplemente conexoy f : Q — C es holomor-
fa, entonces f tiene una primitiva en Q. Probar que la hipétesis de conexién
simple de Q es necesaria.



Capitulo 5

Teoria de Cauchy general
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1. Lazos nulhomodlogos y la férmula integral

En el Teorema 3.2.1 probamos la férmula de Cauchy (3.1) para f: Q — C ho-
lomorfay B un disco con clausura contenida en Q. La demostracién dependio,
por un lado, de que conociamos el valor de la integral

10B,2) = —— f (5.1)
B¢ — Z

para z € B —de hecho, conocemos su valor para todo z ¢ dB— vy, por otro, de
que toda funcién holomorfa en un conjunto estelar admite una primitiva.

Si queremos obviar el célculo de I(0B, z) en nuestra demostracién, podemos
escribir el resultado final como

A [ 19,
oB £ — z

para z ¢ 0B, que da una fofmula integral para f, aunque depende también de

I(0B, z).

Sin embargo, sabemos que existen regiones Q y funciones holomorfas en Q
que no admiten primitivas alli. Por ejemplo, esto es ciertosiQ =C*y f(z) = z~!
También vimos que esta funcién no satisface la férmula de Cauchy en cualquier
disco que contenga a 0 en su interior. El objetivo de esta seccién es dar respues-
ta a las siguientes preguntas. Dada una regién Q en C,

I(0B,2)f(2) = (5.2)

Problema 1. ;Podemos caracterizar a los lazos y en Q para los cuales f}, fdz=
0 para toda f € G (), es decir, todos los lazos nulhomélogos en Q?

Problema 2. ;Podemos caracterizar a los lazos y en Q para los cuales vale la
férmula de Cauchy (5.2) para toda f € G (Q)?

El indice como funcién de lazos

Al desarrollar la teoria de Cauchy para discos, usamos continuamente que el
interior topolégico de una disco coincide con nuestra nocién geométrica usual
del “interior” de una curva cerrada simple. Veamos como extender esto de for-
ma consistente a lazos arbitrarios.

Seay:I— C unlazo en C, donde I = [0,1] es el intervalo unidad. Para cada
punto z € C~v, el indice dey respecto de z es

as
Ez

Solemos llamar a este ntimero el niimero de giros dey repecto a z, por razones
que seran evidentes al final de esta seccidn.

Ind(y,2) =
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Dado que el niimero de giros de z en torno a y coincide con el niimero de giros
de y—zen torno al origen, fijaremos en todo lo que sigue unlazoy : I — C~{0},
y escribiremos Ind(y) a Ind(y,0).

Lema 1.1. Existen funcionesI' : I — C tal que exp =y. En tal caso, para cual-
quiera de ellas

1

En particular, Ind(y) es un niimero entero.
Demostracién. Basta que tomemos I una primitiva de g(¢) = ¢! alo largo de

Y. En este caso, I'(1) —I'(0) es la diferencia de dos ramas del logartimo en un
entorno de y(1), asi tal nimero es un multiplo entero de 271. O

Veamos ahora algunas propiedades de la funcién Ind.
Teorema 1.2. La funcionInd:PS(C ~0) — Z tiene las siguientes propiedades.

(1) Sié € PS(C~0) es homotopico como lazo ay, entonces Ind(y) = Ind(6).
(2) Siy es el producto puntual de dos lazos 5, y 6, en PS(C ~ 0), entonces

Ind(y) =Ind(6;) + Ind(d>).

(3) Siyesellazot— 2™t entonces Ind(y) =1.

Demostracion. La primera proposicion se sigue inmediatamente de que z —
z~! es holomorfa en C ~ {0} y del Teorema 3.3.2. Para ver la segunda afirma-
cion, sean 'y, Iy : I — Ctal que expl'; = ; parai € {1,2}. EntoncesI' =T + T
cumple que expI’ =y, y deducimos la afirmacién del Lema 1.1. La tltima pro-
posicién es un cdlculo que ya hemos hecho. O

Corolario 1.3. La funcionInd: PS(C~0) — Z es sobreyectiva, esto es, para cada
entero n existen lazos con n giros en torno a al origen.

Demostracién. En efecto, el lazo que es el producto de t— e?™** con el mismo
n veces es, por la tercera propiedad del teorema, o por un célculo directo, un
lazo con n giros en torno al origen. O

Veamos ahora que vale el reciproco de la propiedad (1).

Teorema 1.4. Siy,0: 1 — C~0 son lazos con el mismo niimero de giros en torno
al origen, son homotdpicos como lazos en C~ 0.
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Demostracién. Podemos suponer, que ¥y 6 tienen el mismo punto inicial y que
tal punto es el 1: y(0) !y es homotépico ay y §(0) 16 es homotépico a §.

Tomemos I', A: I — C dos caminos tal que expI’ = exp A. Entonces I'(0) y A(0)
son un multiplo de 277 y, reemplazando aI'y A por I'-T'(0) y A — A(0), respecti-
vamente, podemos asumir que I' y A son caminos que comienzan en el origen.
Como 0 y y tienen el mismo ntimero de giros en torno al 0, resulta que I'(1) =
A(1). AsiT y A son caminos en C con el mismo punto inicial y final. Dado que C
es convexo, son homotépicos como caminos con extremos fijos; sea pues G una
homotopia de T a A con extremos fijos. Es inmediato entonces que H = exp G
es una homotopia de lazos entre y a 6. O

Corolario 1.5. Las propiedades (1) — (3) del Teorema 1.2 caracterizan a la fun-
cionInd : PS(C -~ 0) — Z univocamente.

Demostracién. Sea J : PS(C ~0) — Z una funcién con las propiedades (1) —
(3). Para cada n € Z escribamos 7y, al lazo tal que y,(f) = exp(2rint). Si vale
(3), entonces en vista de (2), deducimos que J(y,) = ](y{l) =nJ(y1) = n. Porel
Teorema 1.4, si y es un camino con n giros en torno al origen, entonces y es
homotépico a vy, asi por (1) resulta que J(y) = J(y,) = Ind(y). Esto completa la
demostracién del teorema. O

Notemos que las siguientes propiedades son vélidas, y se siguen de las propie-
dades usuales de las integrales de linea que ya probamos.

Proposicién 1.6. Siy es una concatenacion de lazosy1 yy, y siy* es el lazo
opuesto ay, entonces

Ind(y) = Ind(y1) + Ind(y>), Ind(y*) +Ind(y) = 0.

El indice como funcién de puntos
Consideremos ahora la funcién Indy : z€ C~y+~—Ind(y, z) € Z.

Proposicion 1.7. LafuncionInd, es continua, y luego constante sobre cada com-
ponente conexa de C ~y. Ademds, existe una tinica componente de C~y que es
no acotada, y alli Ind, se anula.

Demostracién. Sea z € C~7y y sea B un disco tal que d(B,y) =s>0.Si we B,
un célculo directo muestra que

— w-—z d§
Indy (2) - Indy (w) = —— fy(f—z)(f—w)

y luego por la estimacién estdndar

lw—z|
27

s72.

|Indy (2) - Ind, (w)| < L(y)
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Dado que sy L(y) estdn ambos fijos, esto prueba la continuidad de Ind,. Como
Z es discreto, resulta que Ind, debe ser continua en cada componente conexa
de su dominio.

Sea ahora R > 0 tal que B(0, R) contiene a y: esto es posible pues y es compac-
ta, y tomemos un z con |z| > R. Como ¢ — (£ — z)"! es holomorfa en B(0, R),
resulta que Ind, (z) = 0. Ademds, el conjunto B(0, R)¢ es conexo, asi estd conte-
nido en la componente donde Ind, se anula, y luego esta componente es ella
misma no acotada. O

Definimos el exterior dey y el interior dey por
Ext(y) =Ind, " (0), Int (y) = Ind, " (Z ~ 0)

respectivamente. La proposicién anterior prueba que el exterior de y es conexo
y no acotado, y que el interior de y es acotado, y es la unién de numerables
componentes conexas.

Caracterizaci6n de los lazos nulhomdélogos

Probaremos ahora el siguiente teorema, que da una caracterizacién de los la-
zos nulhomdlogos tanto en términos analiticos como geométricos.

Teorema 1.8. Las siguientes afirmaciones sobre un lazo y en una regién Q) son
equivalentes.

(1) Ellazoy es nulhomdlogo en Q,
(2) Elinterior dey estd contenido en (),
(3) Paratoda f € G(Q) vale la formula integral

1@,

Ind(y, 2) f(2) = s Z

(5.3)

Demostracion. Sivale (1) y si f es holomorfa en Q, consideramos como antes
el cociente

f)-f@) f()
-z

que define una funcién holomorfa en Q. Integrando a g sobre y obtenemos la
férmula que aparece en (3). Supongamos, por otro lado, que vale (3). Dada f €
0(Q) tomemos z ¢ y, y consideremos la funcién holomorfa g(¢) = (£ — z) f(£).
Aplicando la férmula de Cauchy en g obtenemos que

ffdzzO.
Y

gl = para ¢ € Q~{z} y g2) = f'(2),
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Por otro lado, si vale (1) y si tomamos z ¢ Q, la funcién h(¢) = (£ - z)"! es holo-
morfa en Q, y luego su integral sobre y es cero. Asi Ind, (z) = 0, y el interior de y
estd contenido en Q.
Para ver que (3) = (1), fijemos f € G(Q) y consideremos la funcién g : Q x
Q — Ctal que
&) -f(2)

g(f,Z)=f¢.T paraé # z y g(z,2) = f'(2),
Esta funcién es continua en todo puno (¢, z) de Q x Q con ¢ # z. Veamos que es
también continua en cada punto de la forma (c, ¢) € Q. En efecto, tomemos un
disco B en Q) con centro en c. Podemos escribir para z, w € B

1
g(z,w)—glc,c) = —— (f'© - fl(e) dé,
=W Jizw

y un uso de la estimacion estdndar prueba que g(z, w) — g(c, ¢) cuando |z — c|
ylz—w|—0.
Notemos ahora que la afirmacién (1) es equivalente a que

[g(f,z)dgr:OparazeQ\y.
Y

Por lo que probamos en el parrafo, resulta por la Proposicion 3.2.10 que la fun-
cion h:Q — Ctal que

hz) = f g(&,2) dé
Y

es holomorfa. Veamos que h se extiende a una funcién entera H: C — C que
tiende a cero en oo, por lo que resultard identicamente nula por el teorema de
Liouville. En efecto, consideremos primero la funcién h; : Ext(y) — C tal que

f©
Y62
Esta funcién es holomorfa, y la estimacién estandar y la no acotacién de Ext(y)

prueban que h; (co) = 0. Ademds, h; y h coinciden en Ext(y) N Q, y la hipétesis
que Int(y) < Q implica que C = Q U Ext(y). Podemos definir entonces en H :

C — Ctalque
h(z) sizeQ,
H(z) = ]
hi(z) sizeExt(y).

hi(2) =

dg.

Como H(oco) =0y como H es entera, el teorema de Liouville asegura que H es
idénticamente nula, como queriamos. O

Esta demostracién elemental de la implicacién (3) = (1) fue presentada por
John D. Dixon en 1971, y se ha hecho muy popular en varios libros de Anélisis
Complejo modernos, como lo son el de Remmert, el de Serge Lang, el de Robert
B. Ash y W. P. Novinger, y el de Robin Dyer y David Edmunds [Dix].
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2. Regiones homoldgicamente simplemente conexas

Raices y logaritmos holomorfos

Unaregion Q en C es homolégicamente simplemente conexa si todo lazo en Q
es nulhomoélogo. Por su estrecha relacién con esta propiedad, como veremos en
la seccién siguiente, estudiamos ahora a las raices y los logaritmos holomorfos
de funciones holomorfas en Q.

Fijemos una funcién holomorfa f : Q — C, y supongamos que f es nunca
nula. Un logaritmo holomorfo de f en ) es una funcién holomorfa g en Q tal
que exp g = f. La existencia de tal funcién implica, en particular, que f no se
anula en Q. En este caso, laregla de la cadena prueba que g’ = f'/ f —llamamos
al cociente f'/ f la derivada logaritmica de f.

Proposicion 2.1. La funcién f admite un logaritmo holomorfo en Q si y sola-
mente si su derivada logaritmica es integrable en Q).

Demostracién. Por lo anterior, si g : QO — C es un logaritmo holomorfo de f
en Q, es una primitva de f'/ f. Reciprocamente, supongamos que f’/ f admite
como primitivaa g: Q — C. La funcién G = fexp(—g) es tal que

G = flexp(—g) + fexp(-g) (- f/f) =0,

asi es constante: existe A € C, necesariamente no nulo, tal que f = Aexpg. Si
tomamos ahora p tal que A = exp y, la funcién g + p resulta un logaritmo holo-
morfo de f en Q. O

Por la proposicién anterior, deducimos el siguiente corolario.

Corolario 2.2. SiQ es homoldgicamente simplemente conexa, toda funcion ho-
lomorfa en Q admite un logaritmo holomorfo.

Sea n € N. Una funcién holomorfa i : Q — C se dice una raiz n-ésima holo-
morfade f enQsih" = f.

Proposicion 2.3. Supogamos que f #0. Si h: Q) — C es una raiz n-ésima holo-
morfa de f en Q, entonces
h(h,..." ' h

son todas ellas, donde ( es una raiz n-ésima primitiva de la unidad.

Demostracién. Como f es no nula, podemos elegir un disco abierto B donde f
no se anula nunca, y luego lo mismo vale para h. Si /1 es otra raiz holomorfa de
f, entonces hh~! toma valores en el conjunto de raices n-ésimas de la unidad
y, en vista de que Q es conexo, debe ser constante: existe k € {0,...,n} y unaraiz
primitiva n-ésima de la unidad ¢ tal que 2 = (¥, como dijimos. O
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Una unidad en 0 (Q) es una funcién f que admite una inversa multiplicativa.
Evidentemente esto es otra forma de decir que f no se anula sobre Q.

Proposicion 2.4. Toda unidad en 0(Q) que admite logaritmos holomorfos ad-
mite raices n-ésimas holomorfas para todo n € N. En particular, si Q) es homo-
légicamente simplemente conexo y f € O(QQ) es una unidad, admite raices n-
ésimas holomorfas para todo n € N.

La segunda afirmacién de la siguiente proposicién generaliza el hecho que el
numero de giros de un lazo respecto a un punto es un entero. Veremos como
interpretarla de forma mads concreta en el Capitulo 6.

Teorema 2.5. Sea f nunca nula en Q y sean z,c € Q. Para todo camino y en Q
que une z con c,

[@_ [ f®
o~ L F@

¥, en particular, siy es un lazo, la integral

a¢

1@
2ni Jy fS)

ag

es un entero.

Demostracion. Seay:I— Cy F:I— C una primitiva de f'/ f alo largo de y.
Entonces

expf f’(s‘) _expFQ) _ f(2)
f (6) ~expF(0) f(o)

pues F es, en un entorno de z y en uno de ¢, un logaritmo holomorfo de f. La
segunda afirmacién se deduce inmediatamente de la primera. O

El siguiente resultado prueba que si en una regién existen “suficientes” raices
holomorfas de una funcién, entonces necesariamente admite un logaitmo ho-
lomorfo. El lector puede compararlo con la férmula

tl/n _ 1
logt= lim ,

n—oo n

valida para ¢ > 0, ya conocida por Leonhard Euler (1707-1783).

Teorema 2.6. Sea M un subconjunto infinito de N y supongamos que f no se
anula idénticamente en Q. Si f admite una raiz n-ésima holomorfa para cada
ne M, f admite un logaritmo holomorfo en Q.
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Demostracién. Veamos primero que f no se anula nunca en Q. En efecto, si
h,, es una raiz m-ésima holomorfa de f, entonces para cada z € Q es o,(f) =
moz(gm). Como esto vale para cada m € M, tiene que ser el caso que o;(f) =0
para todo z € Q, pues si 0;(f) = oo, deducimos que f se anula idénticamente
por el teorema de la identidad.
Veamos ahora que f'/f es integrable en Q: esto prueba que f admite un lo-
garitmo holomorfo en esta regién. Para cada m € M y cada lazo y en Q, vale
que
! !
f L dz=m h—m dz.
Y f Y hm

Ambas integrales estdn en 27iZ y, dado que m es arbitrario, tiene que ser el
caso que la integral a la izquierda se anula. Esto prueba que f'/ f es integrable,
como queriamos. O

Corolario 2.7. Si f no se anula y admite una raiz cuadrada holomorfa en Q,
admite un logaritmo holomorfo en Q.

Demostracién. En efecto, en este caso podemos usar el teorema anterior con
M=1{2,4,8,16,...}. O

Caracterizacion de las regiones HSC

Una regién Q en C es homolégicamente simplemente conexa si todo lazo en Q
esnulhomologo. El siguiente teorema caracteriza a tales regiones. Mds adelante
extenderemos en varias direcciones la lista de equivalencias siguiente, primero
con el teorema de la aplicacién conforme de Riemann, y luego con el teorema
aproximacion de Runge.

Teorema 2.8. Sea Q) una region en C. Las siguientes afirmaciones sobre Q) son
equivalentes:

(1) Q es homolégicamente simplemente conexa,

(2) Toda funcion holomorfa en Q) es integrable,

(3) La férmula de Cauchy 5.3 para toda f € HO y todo lazo en Q,
(4) Elinterior de todo lazo en Q) estd contenido en Q,

(5) Toda unidad de G (Q)) admite un logaritmo holomorfo en Q,
(6) Toda unidad de G (Q)) admite una raiz holomorfa en Q.

Demostracion. Ya sabemos que las afirmaciones (1)-(4) son todas equivalen-
tes. Ademads, (2) = (5), y vimos que (5) y (6) son equivalentes. Para ver que
(5) = (4), basta notar que si ¢ ¢ Q, entonces z — ¢ admite un logarmito holo-
morfo, y luego el indice de todo lazo en Q respecto a c es nulo. O
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3. Ejercicios

1
Ejercicio 97. Sea f(z) = ——————. Hallar el desarrollo en serie de Laurent
z(z-1)(z-2)
de f en cada uno de los siguientes anillos:

1) 0<lzl<1, 3) 2<]z|, B) 1<l|z-1],
2) 1<]zl<2, 4) 0<l|z-1|<1, 6) 1<|z—-2|<2.

Z

Ejercicio 98. Hallar el coeficiente de z en el desarrollo de Laurent de en

el anillo A; (0).

Ejercicio 99. Sea A € C. Mostrar que si 0 < |z| < oo,

/"/ o0
exp (5(z+ z‘l)) =JoM+ Y JaW(" +27™)

n=1

1 n
donde J,,(A) = ;f oSt eos(nr) dr
0

para n € N. La funcién J, se llama una funcion de Bessel.

Ejercicio 100. Determinar qué tipo de singularidad tiene cada una de las si-
guientes funciones en el origen. Cuando esta sea evitable, definir f(0) de modo
que f resulte holomorfa en 0. Cuando sea un polo, determinar su orden y hallar
la parte singular.

1 XE @) exp(z™), Z+1
z z(z+1)’
cos
(2) Z, (5) lOg(Z—-i-l)’
z z
3) cosz—1 ) . ®) 1
—z , (6) z7'cosz -, 1—e?

Ejercicio 101. Decidir si 0 es una singularidad esencial de la funcién que define
la siguiente serie de Laurent:

- _ 4 1 z z"
etz M T S
2 22 on+l
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Ejercicio 102. Sea f holomorfa en C\ {i,2i}. Demostrar que si f tiene una sin-
gularidad no evitable en z = i y en z = 2i, entonces el desarrollo en serie de
Laurent de f en A; »(0) tiene infinitos términos negativos e infinitos términos
positivos no nulos.

Ejercicio 103. Sea Q < Cunaregiony zp € Q,ysean f,g:Q~zy — C holomor-
fas.

(1) Probar que zj es un cero de orden k de f siy sélo si es un polo de orden
kdellf.

(2) Si zg es un cero (polo) de orden k de f y un cero (polo) de orden k de g,
;que clase de singularidad de f/g es zp?

(3) Si zg es una singularidad esencial de f y un polo de g, decidir que tipo de
singularidad tienen fgy f/g en z.

Ejercicio 104. Sea z( una singularidad evitable, polo o singularidad esencial de
la funcién f. Determinar en cada caso qué tipo de singularidad tiene la funcién
exp f en zg.

Ejercicio 105. Sea f = p/q una funcién racional. Decidir que tipo de singulari-
dad tiene f en oo en funcién de los grados de py q.

Ejercicio 106. Clasificar las singularidades de las siguientes funciones en C y
determinar el orden de sus polos.

e“-1-z 5 cosz—senz
) ——= @ =y
(2) coszexp(—z~2) (5) sen(z2)"1
@) ——+zexpz)  ©® exp(i) ® — .
z23-5 1-2z cosz—1

Ejercicio 107. Probar que una funcién entera tiene una singularidad evitable
en oo si y sélo si es constante, y que tiene un polo de orden n en oo si y s6lo si
es un polinomio de grado n.

Ejercicio 108. Hallar todas las funciones enteras y biyectivas.

Ejercicio 109. Para cada una de las siguientes funciones, determinar sus sin-
gulares aisladas y calcular los correspondientes residuos:

1
z2(z+1)’

(2) z73senz, (3) z°cosz7 L.

ey
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Ejercicio 110. Sea f meromorfa en un abierto Q ysea a€ Q.

(1) Sea aun polo de orden m de f ysea g(z) = (z—a)™ f(z), entonces

lim g Y (2).

Res(f,a) = (m—1)!z—a

(2) Deducir que si a es un polo simple de f entonces

Res(f,a) = lig}l(z— a)f(2).

Ejercicio 111. Sea f meromorfa en un abierto Q, g holomorfaen Qyseaa € Q.
Probar que:

(1) siaesun polosimple de f entonces
Res(fg,a) =Res(f,a)g(a),
(2) siaesun cerodeorden m de f entonces a es un polo simple de '/ fy
Res(f'/f,a)=m,
(3) siaesunpolode orden m de f entonces a es un polo simple de [’/ fy
Res(f'/f,a)=-m,
(4) si aesun cerode orden m de f entonces a es un polo simple de g f'/fy

Res(f'g/ f,a) = mg(a).

Ejercicio 112. Calcular los siguientes residuos en los puntos indicados.

m —= 01 @ 2 lenzzo zlef
enz=0, ——enz= =71i.
(z—=1z senz—z 3) L 4oz CRE=TL
Ejercicio 113. Calcular las siguientes integrales.
z l1+senz dz
1 f T Az ) — "dz 3) f — )
8B, 2% +1 9B, Senz 0B, (z+1)%(z*-9)
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Z

Ejercicio 114. Hallar el coeficiente de z en el desarrollo de Laurent de en

el anillo A;(0).

Ejercicio 115. Sea A € C. Mostrar que si 0 < |z| < oo,

/'l [oe]
exp (E(Z+ zfl)) =Jo(A) + Zl]n(it)(zn +z7M

1 /4
donde J,,(A) = ;f oSt cos(nr) dr
0

para n € N. La funcién J, se llama una funcion de Bessel.

Ejercicio 116. Determinar qué tipo de singularidad tiene cada una de las si-
guientes funciones en el origen. Cuando esta sea evitable, definir f(0) de modo
que f resulte holomorfa en 0. Cuando sea un polo, determinar su orden y hallar
la parte singular.

W senz, 4) exp(z™h), (7) @+l
- z(z+1)’
(2) COSZ, (5) lOg(z—J’-l)’
2 z
@) cosz—1 -1 -1 8 .
= 6) z 'cosz7}, ® e

Ejercicio 117. Decidir si 0 es una singularidad esencial de la funcién que define
la siguiente serie de Laurent:
n+l 1 =z z"

vtz e s e S
2 2 on+l

Ejercicio 118. Sea f holomorfa en C\ {i,2i}. Demostrar que si f tiene una sin-
gularidad no evitable en z = i y en z = 2i, entonces el desarrollo en serie de
Laurent de f en A; »(0) tiene infinitos términos negativos e infinitos términos
positivos no nulos.

Ejercicio 119. Sea Q < Cunaregiény zg € Q,ysean f, g: Q~zy — C holomor-
fas.

(1) Probar que zj es un cero de orden k de f siy sélo si es un polo de orden
kdel/f.

(2) Si zg es un cero (polo) de orden k de f y un cero (polo) de orden k de g,
;que clase de singularidad de f/g es zp?

(3) Si zg es una singularidad esencial de f y un polo de g, decidir que tipo de
singularidad tienen fgy f/g en z.
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Ejercicio 120. Sea z( una singularidad evitable, polo o singularidad esencial de
la funcién f. Determinar en cada caso qué tipo de singularidad tiene la funcién
exp f en zp.

Ejercicio 121.Sea f = p/q una funcién racional. Decidir que tipo de singulari-
dad tiene f en oo en funcién de los grados de py q.

Ejercicio 122. Clasificar las singularidades de las siguientes funciones en C y
determinar el orden de sus polos.

eiel—z 5 cosz—senz

1) —— @ D iz

(2) coszexp(—z~2) (5) sen(z73)7!

6) —— +zexpz)  ©® exp(i) 8 ——
3-5 1-z cosz—1

Ejercicio 123. Probar que una funcién entera tiene una singularidad evitable
en oo siy sélo si es constante, y que tiene un polo de orden 7 en oo si y sélo si
es un polinomio de grado n.

Ejercicio 124. Hallar todas las funciones enteras y biyectivas.

Ejercicio 125. Para cada una de las siguientes funciones, determinar sus sin-
gulares aisladas y calcular los correspondientes residuos:

1
22(z+1)’
(2) z73senz,

3) zocosz L.

1)

Ejercicio 126. Calcular los siguientes residuos en los puntos indicados.

et cosz—1 Z4e?
enz=0,1 (2) ———enz=0 (3)
(z—-1z senz—z 1+e?

1)

en z=7i.

Ejercicio 127. Calcular las siguientes integrales.

1
) f = —dz @ [ 52, 3) f _dz
0By, 21 +1 0B, senz 0B, (z+1)2(z%2-9)
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Figura 5.1: Un contorno en forma de rectdngulo.

Ejercicio 128. Sea f enteray y una curva como en la figura siguiente. Si

!
Zf(Z)

dz=0,
@ f

probar que f no se anula en el interior de y.

Ejercicio 129. Sea vy el rectdngulo de vértices 0, 1, 1 +3i y 3i recorrido en sen-
tido positivo, y sea f meromorfa en C tal que f(z+3i) = f(2)y f(z+ 1) = f(2)
para todo z € C. Probar que si f no tiene polos ni ceros sobre v, la cantidad de
ceros de f en el interior de y es igual a la cantidad de polos de f en el interior
de y contados con multiplicidad.

Ejercicio 130. Probar que el polinomio p(z) = 2z° + 7z — 1 tiene una rai z real
positiva de médulo menor que 1y que el resto de las rai ces estdn en A; »(0).

Ejercicio 131. Probar que el polinomio z° + 15z + 1 = 0 tiene una tinica rai z en

el disco B3/»(0) y decidir si tiene alguna rai z en A(0).

Ejercicio 132.Sea @ € R, @ > 1. Probar que la ecuacién z"7e* % = 1 tiene exacta-
mente n raices en B; (0).

Ejercicio 133. Calcular los residuos en oo de las siguientes funciones:

-1
z2 e’

(z-D(z-2)’ 1+2)z

Ejercicio 134. Calcular

Z2+3z-1 g2t !

M fo, ﬁd% @ Jos, mdz.
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+1
Ejercicio 135.Sea O = C\ [-1,1]. Se define en Q la funcién f(z) = logz—l,
Z f—
tomando la rama del logaritmo definida en C \ R<( tal que log(r) € R para todo

r € Rsg. Calcular faBz f(z)dz.

Ejercicio 136. Sea f holomorfa alrededor de zp. Probar que f es inyectiva en
algin entorno de z si y solo si f’(zg) # 0.

Ejercicio 137.Sea f holomorfa e inyectiva en la bola de centro a y radio R,
B(a,R).Sea 0 < r < RyseaY el borde de la bola de centro a y radio r. Probar
que para todo w € f(B(a,r)),

. _Lf zf'(2)
rrw=snl fa-w®

Ejercicio 138. Sea f : B;(0) — C holomorfa y no constante en tal que f(0) =0.
Probar que existe un entorno Q de 0 contenido en B (0) y g : Q — C holomorfa
e inyectiva tal que g(Q) = B;(0) para algin sy f(z) = g(2)°/ ¥ para todo z € Q.



Capitulo 6

Singularidades
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1. Singularidades aisladas

Polos

Fijemos una regién Q en C, un punto c€ Qy f € 6(Q~ ¢). El Teorema 4.3.1
afirma que si se cumple la condicién

lim(z—¢c)f(2)=0 (6.1)
Z—C

entonces f se extiende a una funcién holomorfa en Q. En tal caso, diremos que
c es una singularidad evitable de f. En general, diremos que una funcién defi-
nida en Q y holomorfa en Q~ c tiene una singularidad aislada en c. El objetivo
de esta seccion es caracterizar el comportamiento de las funciones holomorfas
en torno a una singularidad aislada.
Dado que la condicidn (6.1) se cumple si f estd acotada en un entorno de c, re-
sulta que f es no acotada en cualquier entorno de c si este punto es una singu-
laridad aislada que no es evitable. Podria suceder, sin embargo, que para algin
m e N, se cumpla que

g_,rr}(z -0"f(z)=0 (6.2)

En tal caso, existe un primer 7 € N tal que se cumple esta condicién, y el ra-
zonamiento que hicimos en el caso que (6.1) prueba que h(z) = (z— )" f(z) es
holomorfa en todo Q, y luego que podemos escribir

3 h(z)
C(z-o)n

f(2)

donde h(c) #0, pues elegimos n minimo. Decimos en este caso que f tiene un
polo de orden n en c; los polos de orden 1 se llaman polos simples.

Teorema 1.1. Las siguiente propiedades son equivalentes.

(1) f tiene un polo de orden n en c,
(2) Existe he ©(Q) con h(c) #0 tal que

h(z)
(z—co)"

sizeQ~c

fl2)=

(3) Existe un entorno B dec en Q y h € O(B) que se anula solo en c, y lo hace
alliconordenn, talque f =1/hen B~c,

(4) Existen constantes positivas m, y m* y un entorno B de ¢ en ) tal que
p y y q
|—I’l

melz—cl " <|f(@|l<m*lz—c¢

paraz e B~c.
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Demostracién. La discusion previa al teorema prueba que (1) = (2), y evi-
dentemente (2) = (3) = (4). Para ver que (4) = (1), notemos que la des-
igualdad implica, primero, que f(z)(z— ¢)" esta acotada en un entorno de ¢
y, segundo, que f(z)(z - ¢)" 1 no. Asi f tiene un polo de orden n en ¢, como
queriamos ver. O

Notemos que del teorema anterior se desprende que el conjunto de funciones
holomorfas g : Q~c¢ — C con un polo en ¢ coincide con el conjunto de funcio-
nes holomorfas g : Q) — C* finitas en Q ~ c y tales que g(c) = oco.

Proposicion 1.2. La funcién f tiene un polo de orden n en c si y solamente si
existe un polinomio p de grado n y una funcién holomorfa fy enQ tal que fy(c) =

0y
1
f@=p (—Z ) + fo(2) (6.3)

—-C

En este caso, fy y p estdn univocamente determinados por f.

Demostracién. Si f tiene un polo de orden n en ¢, sabemos que se escribe de la
forma f(z) = (z—c)"""h(z) donde h € G(Q) y h(c) # 0. Podemos escribir, usando
un desarrollo de Taylor finito,

n+1

h(z)=q(z=c)+(z—¢c)"" " go(z)

donde go(z) es holomorfa en Qy g es un polinomio de grado n con g(c) #0,y
luego obtener la expresién (6.3) buscada, tomando p(z) = z"q(z") vy fo = (z—
¢)go- Reciprocamente, si se expresa en la forma (6.3) es claro que tiene un polo
de orden n en c. Finalemente, la unicidad esta clara por ser tinica la funcién h
con la que empezamos. Esto completa la demostracion. O

Otra forma de escribir el resultado de la proposicién anterior es la siguiente.

Corolario 1.3. La funcién f tiene un polo de orden m en c exactamente cuando
admite un desarrollo en serie de la forma

fe)= Y an(z—0)",

nzm

convergente en un entorno decen(Q.

Esto es un ejemplo de una serie de Laurent con parte principal finita; estudia-
remos las series de Laurent en la Seccién 2.
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Singularidades esenciales

Diremos que f tiene una singularidad esencial en c si c no es ni una singu-
laridad evitable ni un polo de f. El siguiente teorema caracteriza el comporta-
miento erratico de f en torno en ¢ en este caso.

Teorema 1.4. (Casorati-Weierstrass) Son equivalentes:

(1) f tiene una singularidad esencial en c,
(2) Para todo entorno perforado B' de c enQ, f(B') es denso enC,

(3) Existe una sucesion (z) en Q~ ¢ que converge a c tal que (f(z,)) no con-
vergeenC*.

Demostracion. Paraver que (1) = (2), supongamos que existen discos B(c, 1)
y B(w, s) tal que f(B(c,1r)~c)nB(w,s) = &. Esto dice que la funcién g(z) =
(f(2)— w)~! es holomorfa y acotada en B'(c, r), asi por el teorema de continua-
ci6n de Riemann, es holomorfa en B(c, 7). Resulta que f es holomorfa o tiene
un polo en c acorde a si g no se anula en c o tiene alli un cero de orden positivo.
Esinmediato que (2) = (3), ytambién que (3) = (1):si f esholomorfaen co
si tiene un polo en ¢, f(z,) converge siempre, posiblemente a co, si z;, —c. O

Singularidades en co

Sea f : Q — C holomorfa y supongamos que Q2 contiene un entorno perforado
de co. Existe entonces r > 0 y un disco B, (0) tal que g = f(z’l) :B,(0)~0—C
es holomorfa. Diremos que oo es una singularidad evitable, un polo o una sin-
gularidad esencial de f acorde al tipo de singularidad que g tiene en el origen.
En particular, f tiene una singularidad evitable en co exactamente cuando exis-
tey es finito f(co). Diremos que una funcién entera es trascendente si no es un
polinomio.

Proposicion 1.5. Sea f : C — C entera. Entonces f es

(1) trascendente siy solo sioco es una singularidad esencial de f,
(2) un polinomio de grado n siy sélo sioco es un polo de ordenn de f y
(3) constante siy sélo sioco es una singularidad evitable de f.

En particular, si f es trascendente, para cada c € C existe una sucesién (z,) € C
que tiende a oo tal que f(z,) — c.

Demostracion. Basta que veamos la validez de (2) y (3). Si f es un polinomio de
grado n, entonces ciertamente oco es un polo de orden n de f. Si, por otro lado,
f(z’l) tiene un polo de orden 7 en oo, podemos escribir

fzh=pzhH+gk
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con p un polinomio de orden n y g holomorfa en un entorno del origen con
g(0) = 0. La funcién h(z) = f(z) — p(z) es entonces entera, y h(co) = g(0) =0,
asi por el teorema de Liouville i es idénticamente nula, y f es un polinomio.
Por otro lado, (3) es una solamente reformulacion del teorema de Liouville, y la
dltima afirmacién del teorema es una consecuencia del Teorema de Casorati—
Weierstrass. O

2. Series de Laurent

La representacion en serie de una funcién holomorfa es ttil para entender, por
un lado, el comportamiento local de esa funcién (Teorema 4.2.5) y de sus de-
rivadas (Proposicion 4.1.1), como también —de forma indirecta— la disposi-
cion de sus posibles singularidades (Proposicién 4.3.2). Veremos ahora como
representar a las funciones holomorfas en regiones que no son simplemente
conexas, los anillos. Esta nueva representacion local serd extremadamente Ttil,
por ejemplo, para entender el comportamiento de las funciones holomorfas en
torno a singularidades aisladas.

En lo que sigue, dados c € Cy 0 < r < R < oo, escribimos A, r(c) al conjunto
{ze€C:r <|z—c| < R} ylollamamos el anillo de radio menor r y radio mayor
R centrado en c o, mas brevemente, un anillo. Notaremos de ahora en adelante
un tal anillo simplemente por A, y quedaré fijo durante la seccién, y notaremos
por A*y A™ alos conjuntos A (c) y Br(c), respectivamente, que cumplen que
A= A*n A”. Usaremos la notacién B} (c) para el anillo Ay (c).

La férmula de Cauchy en anillos

Lema 2.1. Sea f : A— C holomorfa. Entonces para todo par de niimeros u, v €

(r,R) talqueu < v
f fdz= f fdz.
0By (c) 0By(c)

Demostracién. Los lazos que aparecen en las integrales son homot6picos co-
mo lazos mediante la homotopia H : [0,1] x [u, v] — A tal que H(s,?) = ¢+
te?™, asi las integrales coinciden. Otra forma de ver esto es la siguiente: sin
perder generalidad, podemos asumir que ¢ = 0, y podemos parametrizar el ani-
llo A usando la funcién exponencial y el rectangulo R = [logu,logv] x [0,27], y
escribir

ff(f)dfzf fexpw)exp wdw
oA oR

por un simple cambio de variables. Como R es un rectdngulo, que es convexo,
y como f(exp w)exp w es holomorfa, la integral a la derecha es nula. O
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Teorema 2.2. (Férmula de Cauchy en anillos.) Sea f : Q — C holomorfa y su-
pongamos que el anillo A tiene clausura contenida en Q. Si z € A, entonces

foe L[ Qg L[ f@ L O,

271 Joa+r E— 2z 271 Joa- E— 2z z T omi oaé—z z

Demostracién. Fijemos z € A, y consideremos el cociente holomorfo de f para
¢ € A que extendemos de la forma usual en ¢ = z:

-1 f(Z)
-2z

Por el lema anterior, la integral de g sobre A* y la integral de g sobre A~ coin-
ciden, yluego

g)=

f)-f=2) f(Z) dé = -1

—dc.
At §—z oA~ ¢-z
Pero [;,+ % = 27i mientras que [} ,+ i—‘z =0, asi reordenando obtenemos

1 f©) 1 b))
2mi amf—zdf_% 0A- f_df f@

que es lo que queriamos. O

Es importante que notemos que las integrales

1O 40 1@,

At E—z oa-E—z

definen funciones holomorfas en cuatro regiones distintas de C, el interior y
exterior de 0A™ y el interior y exterior de 0 A~, respectivamente. Vamos a in-
teresarnos, sin embargo, sélo por dos de ellas: si definimos f~: A,(c) — Cy
f*:Br(c) — C usando las férmulas integrales

1@,

210A+<f Z

=)=

entonces en la interseccién A= A* N A~ tenemos la igualdad f = f* + f~, que
llamamos la descomposicién de Laurent de f en A. En general, no seré cierto
que esta igualdad se extiende a otras regiones de Q. El teorema que sigue dice
que esta representacion es Uinica, y que, como sucede en la férmula de Cauchy,
podemos elegir a los circulos A* y A~ con un poco més de libertad.

Teorema 2.3. (Descomposicion de Laurent) Sea f : A— C holomorfa. Existen
funciones f* € O(AY) y f- € G(A7) talesque f = f*+ f~ en Ay f~(c0) = 0.
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Ademds, estas condiciones determinan a f* y f~ univocamente, de forma que
para cualquierr < t <R,

b 1 f [ .
(@)= 271 Jomo —f_zdcf siz€ B;(c),
1 -
f_(Z):—%j(;B()g(—é;df size C~By(c).
t(c) 6 —

Demostracion. Paracada t conr < t < R, la funcién

f;r(z):if mdg

271 JoB,c) € — 2

es holomorfa en B;(c), y si t’ € (¢, R), las funciones tT y f; coinciden en B;(c),
pues el integrando que las define es holomorfo en el disco A, ;(z), y podemos
usar el Lema 2.1. Podemos definir asi una funcién f* € 6(A*) que concide con
f; en B;(c). Andlogamente, podemos definir una funcién f~ € ¢(A™) mediante
una ffomula integral como en el enunciado del teorema. El Teorema 2.2 asegura
que vale laigualdad f = f* — f~ en A:si z € A, basta que tomemos un anillo A’
con clausura contenida en Ay centro ¢ que contiene a z, y aplicar tal teorema
a f en A’. Por otro lado, la estimacion estandar asegura que f~(co) = 0.

Para ver la unicidad de f*y f~, supogamos que g* € G(A*) y g~ € O(A™) son
tales que f = g*g~ en A. Entonces g* — f* = f~ — g~ en A, y podemos definir
una funcién entera i : C — C de forma que

_Jgt-f* enA’

fT-g enA,
Como h(oc0) =0, h es constantemente 0 por el teorema de Liouville, que prueba
que g* = f*yque g~ = f~, como querfamos. 0

Series de Laurent

De la misma manera que la férmula de Cauchy en discos nos permite encon-
trar desarrollos en serie de potencias para funciones holomorfas en tales con-
juntos, la férmula integral de Cauchy en anillos nos permitird encontrar desa-
rrollos en series de Laurent para funciones holomorfas en este tipo de domi-
nios: una serie de Laurent en torno a ¢ € C es una serie formal

f@=3 anz—0o)"
nez
en potencias tanto positivas como negativas de z — ¢, compuesta de una parte
regulary una parte principal

ff@=) anz-0", ff@=) anz-0",

n=0 n<0
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respectivamente. Notemos que la parte regular de una serie de Laurent es una
serie de potencias usual, mientras que la parte principal se obtiene al evaluar
una serie de potencias usual en (z — ¢)~!. En particular, toda serie de potencias
es una serie de Laurent con parte principal nula.

Las series formales de Laurent forman un C-espacio vectorial C[z, z 1] que
contiene el dlgebra de series formales C[z], el dlgebra de polinomios C[z], y
el algebra de polinomios de Laurent C[z,z"'], que no son otra cosa que series
formales de Laurent con finitos términos. Si una serie de Laurent es de la forma

Y apz-o"

m=n

para algiin m € Z con a,, # 0, diremos que tiene orden m. Es importante notar
que las series formales de Laurent no admiten una estructura de C-algebra para
la cual las 4lgebras anteriores son subdlgebras.

Teorema 2.4. Si f : A— C es holomorfa, f admite un desarrollo iinico en una
serie de Laurent

f@=73 anz-o" donde an ! _JO

=— dé
= 27i JaB, o) (€= )+l

para todo n € Z y cualquier t € (1, R), y tal serie converge normalmente a f en A.

Demostracion. Sea f = f* + f~ la descomposicion de Laurent de f en A. La
parte regular f* admite un desarrollo en serie

ff@=) anz-o"

n=0
que converge normalmente a f* en el disco A* por el Teorema 3.2.8. Por otro
lado, si definimos g : B{/r(O) — C por
g@)=f"(c+z ™",

resulta g holomorfa, y ademas lim,_.¢ g(z) = f~(o0) = 0, asi g se extiende, de
hecho, a una funcién holomorfa en B;,,(0) con g(0) = 0. Resulta que g tiene un
desarrollo en serie de potencias en By, (0) de la forma

g2)=) bpz"

n>0

que converge normalmente a g alli. Si escribimos a_,, = b, para n > 0 resulta
que obtuvimos el desarrollo en serie de Laurent de f deseado:

f@Q=f"@+f (@=) ayz-0",

nez
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y la convergencia es normal en A. Para ver la unicidad, es suficiente que probe-
mos la férmula para los coeficientes que dimos en el enunciado del teorema.
Dado m € Z, tenemos que

2= " f@) =) anz—0)"",

nez

y para f € (r, R), la convergencia normal permite que integremos la serie dere-
cha sobre 0B;(c) término a término, y en ese caso el inico término que aparece
esaquel con n—m—1= -1, ylo hace con valor 2rnia,, que da

1 )

27i JoB, () (€ — )1

dé=ap
para cada m € Z, como queriamos probar. O

Las series de Laurent nos proveen de otra forma de clasificar las singularidades
aisladas de una funcién, mucho mads ttil en la practica.

Teorema 2.5. Sea Q2 < C una regién y c € Q, y sea f : Q~c — C holomorfa.
Supongamos que la serie de Laurent de f en un anillo B'(c,r) < Q tiene parte
principal

p(z)=) an(z—c)".

n<0

Entonces c es

(1) una singularidad evitable de f siy sélo si p es nula,
(2) un polo de orden m siy solo si p es un polinomio de Laurent de orden m y,

(3) una singularidad esencial siy solo si p es una serie con infinitos términos
no nulos.

Demostracion. Si f tiene una singularidad evitable en c, su serie de Taylor en
B(c, ) coincide con su serie de Laurent en B'(c,r), y luego la unicidad de la
dltima prueba que p tiene que ser nula. Reciprocamente, si p es nula pode-
mos extender f a una funcién holomorfa en B(c, r) de forma que f(c) = ay,
que prueba (1). Para ver (2), notemos que si p es un polinomio de Laurent de
orden m, entonces la Proposiciéon 1.2 asegura que f tiene un polo de orden m
en c. Reciprocamente, el corolario a esta misma proposicién prueba que si f
tiene un polo de orden m en ¢, f admite una representacion en serie de Lau-
rent con parte principal finita, y de orden m. La unicidad de la serie de Laurent
de f prueba entonces que p es una serie finita de orden m. Finalmente, (3) se
deduce de lo que acabamos de probar, pues una singularidad esencial existe
exactamente cuando ni (1) ni (2) valen. O
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Ejemplos

Es importante que notemos que, a diferencia de lo que sucede con las series de

potencias, el desarrollo en serie de Laurent de una funcién en torno a un punto
¢ € C depende del anillo en torno a ¢ que estemos considerando. Por ejemplo,
el desarrollo en serie de Laurent de la funcién holomorfa f: C~{0,1} — C tal
que f(z) = (z(1-2))"! en Ag(0) estd dado por

1
—+l+z+22+25
Z

mientras que su desarrollo en A; ,(0) es la serie de Laurent sin parte regular

Por esta razon, si f es una funcién con una singularidad aislada en c, la serie
de Laurent de f en torno a c¢ siempre significard aquella obtenida en un disco
perforado en torno a c.

En general, el desarrollo en serie de Laurent de una funcién racional se obtiene
directamente de un desarrollo en fracciones simples. Por ejemplo, considere-
mos el punto 2i € C, y el anillo A; 3(2i) que contiene a las singularidades i y —i
de f en su frontera. Si escribimos

11 ( 1 1 )
1+22 2i\z—i z+i
esto da la separacién de Laurent de f en tal disco, con parte regular y parte

principal

1 1 1 1
ffa=-—— f@==—

2iz+i’ 2iz—1i’

respectivamente. Como hicimos en la demostracién del Teorema 2.4, expandi-
mos a la parte regular en potencias positivas de z — 21, para obtener

1 -1 n+1
ffa==>Y (—) (z—20)",

20 150\ 31

y expandimosa la parte principal en potencias negativas de z —2i, obteniendo

1 1 n+1
f’(z)z—Z(;) (z-20)".

21 n<0
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3. Funciones meromorfas

Como es costumbre, fijemos una regién QO < C. Diremos que una funcién f :
Q — C* es meromorfa en () si existe un subconjunto discreto Py de Q tal que
f es holomorfa en Q ~ P¢ y tal que cada punto de Py es un polo de f. Natural-
mente, llamamos a Py el conjunto de polos de f: es alli donde f toma el valor
oo. En particular, Py = & exactamente cuando f es holomorfa en Q. Notemos
que como Py es relativemente cerrado en (), resulta vacio, finito, o infinito y
numerable. Escribimos .4 (Q2) al conjunto de funciones meromorfas sobre Q.

Proposicion 3.1. Las funciones meromorfas Q — C* son exactamente las fun-
ciones holomorfas Q — C*.

Esta proposiciéon permite que identifiquemos .4 (Q) con 6(Q,C*) y G () con
el conjunto de funciones en ¢'(Q2,C*) finitas en todo punto.

Demostracién. Recordemos que una funcién f: Q — C* es holomorfa si para
cada punto c € Q existe un disco B tal que o bien f(B) < Cy h = f |p es holo-
morfa, o bien f(B) € C* ~0ylafuncién 1/h es holomorfa.

Sea f: Q — C* meromorfa. Por (2) del Teorema 1.1, sabemos que f tiene un
polo de orden m en c si'y solamente si existe un entorno B de ¢ y una funcién
holomorfa nunca nula g : B — C tal que f(z) = (z—¢)"""g(z) en B. Cierta-
mente entonces f(B) € C*~0y 1/f es holomorfa en B. Luego f:Q — C* es
holomorfa.

Supongamos, por otro lado, que f: Q — C* holomorfa. Entonces el conjunto
f ~1(00) es discreto en Q: para cada punto ¢ € Q donde f(c¢) = oo, existe un disco
B tal que f no se anula en By tal que la funcién 1/ f es holomorfa en B. Como ¢
es un cero de 1/ f de orden m, en primer lugar c es un punto aislado de ™! (co)
y, si escribimos f(z) = (z—¢)" g(z) con g(c) # 0, queda en evidencia que ¢ es un
polo de orden m de f. Asi f es, seglin nuestra definicién, meromorfa. O

Notemos que, como [ es holomorfa en la regién Q ~ Py, su conjunto de ceros
Zy es también discreto y numerable, y la funcién g =1/ f: Q — C* es otra vez
holomorfa, y cumple que Zg = Py y que Py = Zy. Asila inversa multiplicativa de
toda funcién meromorfa sobre una region es otra vez una funcién meromorfa.
Por otro lado, ciertamente si h € .4 (Q) entonces f + h, fh € /4 (Q) y, mds aln,
Pgip, Prp € PpUPy. Resulta que la C-dlgebra .4 (Q) es un cuerpo, que contiene
a 0(Q) como subdlgebra.

Diremos que f : Q — C es meromorfa en un punto c € Q si es meromorfa en
un entorno B de ¢ contenido en Q. Por la Proposicion 1.2, existe m € Z y un
desarrollo en serie

fe)= Y anz—0",

nzm
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con a,, # 0. Llamamos a m el orden de f en ¢, ylo notamos o.(f); esta notacién
es consistente con la que usamos para el orden de f en una de sus raices, esto
es, extiende la funcién de orden ¢ (Q2) — N a una funcién 4 (Q) — Z. Ademds
las funciones holomorfas 2 — C son exactamente las que tienen orden posi-
tivo en cada punto de Q. El lector puede verificar que si f y g estdn en .4 (Q),
entonces para cada c € (2,

0c(fg) =o0c(f)+o0c(8), oc(f +g) =min(oc(f), 0:(8)

con igualdad en el segundo caso siempre que o.(f) # o.(g). Si acordamos que
el orden de la funcién nula en cada punto de Q es oo, para cada ¢ € Q, la funcién
0c : M (Q) — Z U {oo} es una valuacion discreta, y hace de ./ (Q)) un cuerpo de
valuacion discreta. Tenemos también un teorema de identidad para funciones
meromorfas:

Teorema 3.2. Sean f, g:Q — C meromorfas. Son equivalentes

1 f=g
(2) Elconjunto{ze€Q: f(z) = g(2)} tiene un punto de acumulacion en Q,

(3) Existe c € Q que no es un polo de f ni de g tal que f (c) = g (c) para
todon eN.

Demostracion. Basta que usemos el teorema de la identidad parala region Q' =
Q~ (P U Pg) y las funciones holomorfas f,g: Q' — C. O

Ejercicio 3.1. ;Por qué es Q' también una region?

Funciones racionales

Ya vimos que, dado un abierto Q en C, las funciones meromorfas alli son exac-
tamente las funciones holomorfas Q — C*. Veamos ahora que

Proposicion 3.3. Las funciones holomorfas C* — C* son precisamente las fun-
ciones racionales C(z).

Demostracién. Tomemos f: C* — C* holomorfa. Asi, en particular, la restric-
cién f:C — C* es holomorfa, y luego tiene asociado su conjunto Py de polos
y su conjunto Zr de ceros. Como f es holomorfa en oo, tanto Py como Zy debe
ser finitos. Ademds, si f tiene un polo de orden n en oo, 2" f(z) es holomorfa y
finita en un entorno de co. Esto dice que existe una funcién racional r tal que
g =r"!f:C — C es una funcién entera nunca nula tal que g(oo) € C, y luego
por el teorema de Liouville g es constante, que prueba que f es racional. O
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4, Residuos

Teorema de los Residuos

Fijemos una funcién meromorfa f : Q — C*. Para cada singularidad c € Q de
f, definimos el residuo de f en c por

fd

27”

donde B es un disco con centro ¢ y clausura contenida en Q) que contiene a
¢ como Unico punto singular de f, y lo notamos Res(f, ¢). Si el desarrollo de
Laurent de f en B es

Y an(z—0)"

nez

entonces Res(f,¢) = a-;.

Proposicion 4.1. El residuo de f en c es el tinico ntimero complejo A tal que
f(2)— A(z— )"} es integrable en un entorno perforado de c.

Demostracion. Supongamos que A € C es tal que g(z) = f(z) —A(z— ¢)Lesin-
tegrable en un entorno perforado de c. Entonces, integrando a g sobre el borde
de un disco B suficientemente pequeio en torno a c, obtenemos

f fdz=2miA
0B

y A =Res(f, ¢). Reciprocamente, si A = Res( f, ¢) la funcion g tiene un desarrollo
de Laurent en torno a c sin término (z — ¢)~!, y podemos entonces integrarla
término a término y obtener una primitiva de g. O

El siguiente teorema pone en evidencia el rol central de los residuos de funcio-
nes meromorfas en el cdlculo de integrales.

Teorema 4.2. (Teorema de los Residuos) Sea f : Q — C* meromorfa, y seay un
lazo nulhomalogo en Q) que no pasa por ningtin polo de f. Entonces el conjunto
A= Pgnint(y) es finito y

! f fdz=)_ Ind(y, w)Res(f, w).
2mi wed
En la prictica, la regién Q serd un conjunto convexo o estelar, y entonces cual-
quier lazo alli resultard nulhomdélogo, y A serd en general evidentemente finito
—el enunciado que dimos tiene, sin embargo, cierto interés teérico: las nocio-
nes de interior y nulhomologia son necesarias si queremos enunciar y demos-
trar nuestro teorema con este nivel de generalidad, y es esencialmente imposi-
ble de hacerlo sin recurrir a argumentos informales. Veremos mds adelante que
nuestra eleccion de exposicién no es una simple arbitrariedad.
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Demostracién. Como la traza de y es compacta, podemos obtener un com-
pacto K € Q que es union de finitos discos cerrados que contiene a y. De he-
cho, como el interior de y estd contenido en Q por el Teorema 5.1.8 y como
Int(y) < Int(y) Uy, podemos que K cubre también a Int(y). En tal compacto f
tiene finitos polos y luego A es finito; digamos que A = {w;,..., w;}.
Paracadai€{l,..., 1} sea p;(2z) = Res(f, w;)(z— w;) ™! + p;(2) la parte principal
del desarrollo de Laurent de f en torno a w;, donde p; contiene los términos
con potencias negativas de orden por lo menos dos de p;. Cada p; es holomorfa
en C~ {w;} y cada p; admite una primitiva en tal conjunto. Ademsds, la funcién
f =f-p1—-—p: es holomorfa en un abierto Q' que contiene a K, y y es
nulhoméloga en Q' pues Int(y) € K < Q'. Asi la integral de f sobre y es nula, y
como cada p; admite una primitiva, resulta que

dz
mef ——ZRes fow; fyz—wi = Y Ind(y, w)Res(f,w),

weA

que es lo que queriamos probar. O

En particular, si el lazo y es simple, esto es, si Ind(y, w) = 1 paratodo w € Int(y),
obtenemos el siguiente resultado, que es el que usaremos més adelante cuando
integremos sobre lazos simples como pueden serlo circulos, sectores circulares,
rectdngulos, poligonos y otras curvas similares.

Corolario 4.3. Con las hipotesis y la notacion del Teorema 4.2, siy es un lazo
simple, entonces

mede— )" Res(f, w).

weA

Calculo de Residuos

Consideremos una funcién meromorfa f : Q — C y veamos como podemos
efectuar el cdlculo de Res(f, ¢) en algunos casos usuales. Si f tiene un polo sim-
ple en ¢, entonces

Res(f,¢) = %&n}(z -0f(2)

pues f tiene parte principal a_; (z — ¢)~!. Mds generalmente, si f tiene un polo
de orden m en ¢ entonces el mismo razonamiento muestra que

(z—0)"f(2)
(m-1)!

Res(f,¢) _£%(dz)m 1

Si, por otro lado, f esun cociente g/h con gy h holomorfas en un entorno de ¢
tal que g(c) #0y h(c) =0, ysi f tiene un polo simple en ¢ —es decir, si k' (c) # 0,
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obtenemos usando lo anterior que

g(co)
()

Res(f,c) =

En general, si & es un polinomio con una raiz de orden m en ¢, podemos usar
la férmula que obtuivmos para el caso que f tiene un polo en ¢ de orden m,
pero si h es trascendente en ¢, esto puede resultar complicado. En este caso,
podemos valernos la expansion en serie de 'y g, como sigue.

Supongamos que % no se anula en ¢ y que g lo hace con orden m, asi

h(z)= ) ha(z—0)" g@)=) gnlz—o)""™
n=0 n=0

y f tiene un polo de orden m en c. Queremos encontrar una serie de potencias
Y nso0 fn(z—0)" tal que

(Z hn(z— c)”) (Z fn(z—c)”) =) gulz—0o".

n=0 n=0 n=0

y extraer el coeficiente f,—1 = Res(f,c). La igualdad anterior da una lista infi-
nita triangular de ecuaciones,

g =hofo

gi=hifo+hofi
g=hfo+thifi+hfz
g=hsfothfithifathofs

Como hg # 0, podemos invertir este sistema inductivamente. De hecho, como
la matriz infinita es triangular superior, el determinante de la menor principal
m-ésima es h(' y usando la regla de Cramer resulta que

hO 0 0 N go

h ho 0 8

fmo1=hg™| he h hy - &
hm-1 hpm—z2 hp-z - 8m-1

es el residuo buscado. Finalmente, en el caso que f tenga una singularidad
esencial, serd en general necesario obtener la serie de Laurent de f en torno
a c. El lema siguiente serd titil més adelante.

Lema 4.4. Supongamos que f es meromorfa en c y que g es holomorfa en c.
Entonces
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(1) Si f tiene un polo simpleRes(fg,c) =Res(f,c)g(c).

(2) Si f tiene orden m€ Z en c, entonces f'/ f tiene un polo simpleen c y
Res(gf'/f,c)=mg(o).

(3) Si f toma el valor f(c) con multiplicidad m en c y si f y g son holomorfas
en c, entonces

!
f—f ¢ =m0

Demostracion. En el primer caso, f g tiene también un polo simple en ¢, yluego

Res(g

Res(fg,c) = £&n}(z— ) f(2)g(z) =Res(f,c)g(c).

Para ver la segunda afirmacioén, escribamos f(z) = (z — ¢)™h(z) con h(z) holo-
morfa en un entorno de cy h(c) # 0. Entonces

fla)  m . h'(z)

flz z-c h(z)’

Como el segundo sumando es holomorfo en un entorno de ¢, esto prueba que
f'1f tiene un polo simple en ¢, yluego que Res(f’/ f, ¢) = m. Usando lo anterior
concluimos que Res(g f'/ f,¢) = mg(c). Para ver la ultima afirmaci6n, notemos
que f— f(c) tiene orden m en c, y apliquemos lo que acabamos de probar a esta
funcién. O

Ejemplos

Ilustramos la discusién anterior con algunos ejemplos. Comencemos con el
caso de polos simples, y para eso consideremos la funcién meromorfa

Cosmz

f@)=mcotnz=m— ,
sinzz

que tiene polos simples en cada entero k € Z. En este caso, sabemos que

cos(mk) B

Res(f,zx)=nlim(z—k)cotz=n =
(/) z~k( ) sin(wk)’

pues (sinnz)’ = mcosnz. Resulta que si g es una funcién meromorfa que es
holomorfa en k € Z, por el Lema 4.4 obtenemos que Res(fg, k) = g(k). Esto
permite que usemos a f junto con el teorema del Residuo para obtener una
representacion integral

Y gk) = %frg(z)cotnzdz

lklsn
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donde I' es una curva simple cerrada en C que contiene a los enteros —k, —k +
1,...,k =1,k en su interior y a los demds en su exterior. De forma anéloga, la

funcién
T

h(z) =mcosecnmz =
COSTTZ

tiene residuo (—l)k en cada entero, y permitird mas adelante que evaluemos
sumas alternadas

Y g

|kl<n
Consideremos ahora el caso de un polo de orden mayor. La funcién
COSTTZ
(eZHiz _ 1)2

tiene polos de orden 2 en los enteros, y podemos escribir

f(2) =

(@2 - 1)? = —an?z? - 87%i 2% + 0(2Y) = —21)% 2% (1 + h(z))

donde h(0) = 0, 1/(0) = 27i. Usando esto, resulta que Res(f,0) = —(27i)~!. El
lector puede hacer lo mismo para cada k € Z, y obtener que Res(f, k) = (=D& @mi)~1.
Como ejemplo final, tomemos 7 € Ny consideremos la funcién

fa@=+2"7"
que tiene un polo simple en cadaraiz n-ésima de —1, yluego si ¢ es una de ellas,
como {" 1 = —¢71 obtenemos
z—¢ 1 ¢

R ) =iy =

Resulta que si g es holomorfa en ¢ y no se anula alli, tenemos que Res(f,8,¢) =
—-¢g(8)/n.

5. Enumeracién de polosy ceros
Usando el Lema 4.4 y el Teorema de los Residuos, deducimos el siguiente re-
sultado.

Teorema 5.1. Sea f : Q) — C* meromorfa no constante, g : QO — C holomorfa,
y tomemos wy € C. Siy es un lazo nulhomalogo en Q) que no cortaa P¢ Uf " (wo),
entonces

Lfg(z)&dz= Y. Ind(y, w)u(f, w)g(w)
2mi Jy f(@—wo Fubmun ) )

+ Y Ind(y, w)ow(f)g(w),
wePf

donde la suma derecha involucra solo finitos términos.
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En particular, tomando g como la identidad o la funcién constante 1, obtene-
mos los dos resultados siguientes:

Proposicién 5.2. (Enumeracion de polos y ceros) Sea f : Q — C* meromorfa
no constante, y tomemos wy € C. Si y es un lazo simple nulhomaélogo en Q que
no cortaa Pru FHwy), entonces

fla B
anff( ~dz=Z;(y,w0) - Py

donde Z¢(y, wp) es el niimero de soluciones a f(z) = wy en el interior dey, con-
tadas con multiplicidad, y P¢(y) es el niimero de polos de [ en el interior dey,
también contados con multiplicidad.

Demostracion. Basta que notemos que como tomamos g = 1 y como y es sim-
ple, por el Teorema 5.1 la integral en el enunciado de la proposicién es igual

a
Z p(f, w)+ Z ow(f)
fw)=wy WEePy
donde para cada solucién w a f(w) = wy, el entero u(f, w) es la multiplicidad
con la que f toma el valor wg en w, y donde para w € Py, 0,(f) es el orden de
f enelpolo w, que es el entero opuesto al orden del polo w de f. O

Proposicién 5.3. (Inversion) Sea f : Q — C* holomorfa no constante, y to-
memos wy € C. Si'y es un lazo simple nulhomélogo en Q que no corta a Py U
1 (wy), entonces

1 zf'(2)
— | —————dz= (f,ww
2mi Jy f(2) —wy f(u;woﬂf

En particular, si f es inyectiva Q) y toma alli el valor wy,

1 zf'(2)

— — 1
omi ) - dz=f""(wyp).

Notemos que por el Teorema 4.4.4, si f : Q@ — C es holomorfa e inyectiva, es
biholomorfa sobre su imagen, y luego la férmula anterior da una expresién in-
tegral para la inversa de f.

Demostracion. En este caso, como f es holomorfa, es Py = &, y luego por el
Teorema 5.1, la integral en el enunciado de la proposicion esigual a ¥ r(,) = w, #(f, w)w.
Si ademads f es inyectiva en (2, sabemos que f’ no se anula en ningtin punto de
Q por el Teorema 4.4.4, asi u(f, w) = 1 para cada w € Q. M4s aun, por hip6te-
sis f(w) = wy tiene una tinica solucién en Q, a saber, f~!(wy). Esto da lo que
queremos. O
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El teorema de Rouché

Si f: Q — C* es holomorfa no constante y si y es un lazo simple nulhomélogo
en () que no pasa por ningtn cero de f, la Proposicién 5.2 dice que

1 1@
2ni Jy f(2)

donde Z r(y) es el nimero de ceros de f en el interior de y, contados con mul-
tiplicidad. El célculo de una integral de esta forma es en general dificil, y suele
depender, obviamente, de la disposicién de los ceros de f en el interior de y. El
siguiente teorema, debido a Eugéne Rouché (1832-1910), prueba que bajo cier-
tas condiciones el conocimiento de las disposicién de los ceros de una funcion
—que en general serd facil de obtener— da informacién sobre la disposicion de
los ceros de otra. Usaremos el siguiente lema para probarlo, que ademaés deja
en evidencia la naturalidad de la hipé6tesis del teorema.

dz=7;(y)

Lema 5.4. El semiplano cortadoC™ ={z e C: z ¢ R} es exactamente el conjun-
to de niimeros complejos z € C que cumplen que

lz—1|<|z| +1.

Demostracion. Si elevamos ambos lados de la desigualdad al cuadrado, luego
de reescribir obtenemos que la desigualdad es equivalente a que

0<Rz+|z|.

Pero siempre es cierto que [Rz| < |z|, con igualdad si y s6lo si Sz = 0. Luego lo
anterior es cierto siempre si z ¢ R, yen el caso que z € R, es cierto si, y solamente
si, z> 0. Esto da lo que queriamos. O

Enunciamos y probamos ahora el teorema de Rouché.

Teorema 5.5. Sean f,g:Q — C holomorfasy seay un lazo simple nulhomélo-
goenQ. Silf—gl<|fl+1gl| sobrey, entonces f y g tienen el mismo niimero de
ceros en el interior dey.

Demostracién. Como |f—g| <|f|+|g|sobrey, esel caso que fy g nose anulan
sobre y. Ademds, como y es compacta, existe un entorno abierto U de y donde
[y g no se anulan, y podemos considerar la funcién holomorfa h: U — C tal
que h(z) = f(z)/g(z). Por hipétesis, |h — 1| < |h|+ 1 en U, asi, por el Lema 5.4,
h toma valores en C™. Esto implica que esta bien definida la funcién Log(h), y
nos da una primitiva de f'/ f — g’/ g sobre U. Deducimos entonces que

f’(Z) dze 1 g(Z)

ZI0=55 ) T Y 2 ), e

dz=Zg(y),

que completa la demostracién del teorema. O
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La siguiente version mdés débil del teorema de Rouché serd, en general, sufi-
ciente para la mayoria de sus aplicaciones. La idea a tener en mente es que si f
es pequefia comparada con g sobre v, en el sentido que le da la desigualdad a
seguir, entonces gy f + g tienen el mismo ntmero de ceros en el interior de .

Corolario 5.6. Sean f,g:Q — C holomorfas y sea’y un lazo simple nulhomé-
logoen Q. Si|f| < |g| sobrey, entonces g y f + g tienen el mismo niimero de ceros
en el interior devy.

Demostracién. Las funciones F = f + g y G = g cumplen que |[F - G| < |G| <
|F|+ |G| sobre la curva vy, asi la afirmacién se sigue del teorema de Rouché. O

Podemos dar ahora otra demostracién del teorema fundamental del Algebra.
Tomemos un polinomio no constante

1

p2)=z"+a,12"" +--+ap

y sea R = max{|ay|,...,|lan-1l,1}. Si|z| > R, entonces
Ip(2) - 2"1< Y laillzl’ <Rlzl"" <|zl".

Luego si tomamos y el borde de un disco B(0, ) con r > R, el corolario al teore-
ma de Rouché asegura que z" y p tienen el mismo ntimero de ceros en B(0, 7).
Dado que z" tiene n ceros (contados con multiplicidad), lo mismo es cierto
para p.

Notemos que si y es un lazo simple nulhomélgo en Q y si f es holomorfa y no
se anula sobre y, entonces y f = foy esunlazo en Cy, por un simple cambio de
variables, tenemos que

1 (f@, 1 [ dE_
Zrtn = 2nify f(2) dz= 2mi fyf ¢ =Ind(yy, 0).

Esto nos da, por un lado, una nueva interpretacién de la férmula de enumera-
cion de ceros de una funcién holomorfa y, segundo, una

Segunda demostracion del teorema de Rouché. Veamos que las hipétesis del teo-
rema aseguran que las curvas y s y Yz son homotépicas en C*, por lo que la in-
varianza homotopica del indice prueba lo que queremos. Afirmamos que para
cada ¢ la curva

Ye(8)=typ(8)+ (1 —0)yg(s)

no pasa por el origen. En efecto, si esto fuera falso para algin par (sy, fy), tendria
que ser el caso que #y € (0,1), pues niy no cortaa ZrU Zg, y luego obtendriamos
que
(s) t
4] =——<0,
Yg(s) t-1
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pero esto contradice que y f/yg toma valores en C™. Deducimos que la familia
de curvas y; es una homtopia de lazos de y s a yg en C*, por lo que Ind(y,0) =
Ind(yg,0), como queriamos probar. O

6. Aplicaciones

La féormula de Jacobi e inversion de Lagrange

El siguiente resultado, que expresa la invarianza de los residuos por cambios
de coordenadas, se conoce como la férmula de Jacobi.

Teorema 6.1. Sea Q una regién enC y sea g : Q — Q' biholomorfa. Si f : Q@ —
C es meromorfaence Q ysic=g(c), entonces

Res(f,c) =Res((fog)g',¢').

Demostracién. Sea A =Res(f,c). La funcién h = f — A(z— ¢)~! admite una pri-
mitiva H en un entorno perforado de ¢, y luego la funcién (ho g)g’ = (fog)g' -
Ag'(g - ¢)~! admite una primitiva en un entorno perforado de c’. Integrandola
sobre el borde de un disco suficientemente pequefio B’ con centro ¢/, obtene-
mos que

Res((fog)g',c') = faB, (fog)(2)g'(2)dz

/
=1 f 8@ g4,
oB' 8(z) — g(c)
:/1,

pues si B’ es pequefio g toma el valor g(c) con multiplicidad 1 en el interior
de B'. O

Consideremos ahora el problema de calcular el residuo de la funcion

enz

(1 — e—Z) m+1

fm,n(z) =

en el origen, donde m, n € Ny. Dado que 1 — e™“ tiene una raiz simple alli y e"**
no se anula nunca, f tiene un polo de orden m + 1. Podriamos intentar usar la
féormula para el calculo de residuos en polos, pero resultaria muy complicado
seguir cuenta de las derivadas. La férmula de Jacobi nos da una solucién muy
facil: podemos considerar el cambio de coordenadas w = e*, que transforma
nuestro problema a calcular el residuo de

m+n

§W) = w1
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en w = 1, y esto es inmediato, pues

1 (d\" i, [m+n

m! (dw) w |\ n [/
Consideremos una funcién f : B — C holomorfa en un entorno B del origen tal
que f(0) = 0 y su expansion en serie de potencias f =) ,>; frz" alli. Si i #0
sabemos que f es localmente biholomorfa, esto es, existe un entorno B’ € B
del origen y una funcién holomorfa g : f(B') — B talque fog=idsp)ygof =
idp. Si g =Y ,,»1 8n2", podemos obtener el coeficiente de n-ésimo g, usando
la férmula de Jacobi. El resultado final se conoce como la férmula de inversién
de Lagrange.

Teorema 6.2. Para cada n € N vale que ("] g = [z"'1(h"*' f') = L[z"" 1] h",
dondeh=z/f.

Aqui [2"] da el n-ésimo coeficiente de una serie.

Demostracién. Tomemos n € N, y empezemos notando que g, es el coeficiente
de z7! en g/z"*1, es decir, Res(g/z""*1,0). Si consideramos ahora la funcion
biholomorfa f, obtenemos de la férmula de Jacobi que

gn=Res(g(Nf'1f"",0) =Res(zf"1 f"*,0).

Pero f tiene una raiz simple en 0, asi zf'/ f"**! tiene un polo de orden nen 0y
podemos calcular este tltimo residuo como

n-1 !
li 1 (i) f — [Zn—ll(hn+1f/).

w0 (n-ni\dz)  (fram
Esto da la primera igualdad buscada. Para ver la segunda basta notar que
1/fn_nfl/fn+1 — (z/f")’,
asi las funciones a la izquierda tienen el mismo residuo en 0. O

El teorema anterior se usa para despejar coeficientes de una ecucacién que
involucra una serie de potencias f de forma implicita; tal ecuacién se obtiene,
en general, por argumentos enumerativos que involucran a los coeficientes de
f, que suelen originarse también de un problema enumerativo.

A modo de ejemplo, consideremos el problema de determinar el nimero ¢, de
2n-uplas de (g1,...,€25) € {1,—1}%" con suma cero tal que €1 +---+¢€; = 0 para
cadai€{l,...,2n}. En particular es ¢y = 1. El lector puede pensar que queremos
determinar todos los caminos de (0,0) a (21, 0) en el plano compuestos por vec-
tores (1,1) 6 (1, —1) que nunca pasan debajo del eje x. Tales caminos se conocen
como caminos de Dyck, en honor al matematico Walther von Dyck.
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2mi

Figura 6.1: Un contorno que depende del pardmetro R.

Formemos la serie de potencia c(z) = Y. ,=0 cn2". Es relativamente sencillo pro-
bar que c(z) = 1+ zc(z)? usando la interpretacién combinatoria que le dimos a
los coeficientes de c, y si ahora consideramos la serie f(z) = c(z) — 1, tenemos
que f(z) = z(f(2) + 1)2 o, lo que es lo mismo, que f es la inversa funcional de
g(z) = (z+1)2 Esto prueba, en particular, que f es holomorfa en algtin entorno
del origen pues g es holomorfa en 0 g'(0) #0. Asi z/g(2) = h(2)" = (z+ 1)*",
y el coeficiente de z"~! aqui es ( 2n 1) redujimos el problema de calcular el co-
eficiente de una serie al de calcular el de un polinomio conocido. Obtenemos

para cada n € N que
1( 2n 1 (2n
p=— = .
n\n-1 n+l\n

Los ntmeros en la sucesion (cy),en S€ conocen como los niimeros de Cata-
lan, y aparecen en una cantidad notable de problemas enumerativos, tanto de
origen puramente combinatorio, como en problemas de origen algebraico.

Célculo de integrales y sumas mediante residuos (Préximamen-
te)

7. Ejercicios

eux
Ejercicio 139.Para 0 < a < 1 calcular f
rR1+e*
rectangulo de altura 2zi y haciendo que R — oo.

dx integrando en el siguiente

Ejercicio 140.SeaQ:C — € una funcién racional sin polos reales. Si A 11m zQ(z) =
Z|—o0

0, probar que
f Q)dx=2mi ) Res(Q(2),%).

S‘(z,-)>0

Calcular las siguientes integrales:
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Figura 6.2: Un contorno usual para trabajar con singularidades en el origen.

2

00 1 o X o)
(1) ffoomdx’ 2) fioomdx, (3) fo

x2

x*+2x2+1

Ejercicio 141.Sea Q : C — C una funcién racional sin polos reales, excepto en
el origen, donde tiene un polo simple. Si ‘ llim Q(z) =0, probar que
Z|—00

_r R ) , .
lim (f +f )Q(x)e’xdx:.Zni Y Res(Q(z)e’Z,zi)+niRes(Q(z)e’z,0)
-R r 3(

r—0,R—o0

Zi)>0
y que
—-r 0o eix
lim(/ +f )—dx:m’.
r—0\J_oo r X
. ®senx T L
Deducir que dx= E Sugerencia: integrar sobre curvas como en la figura, y
0

hacerquer - 0y R — oo.
S . © Inx
Ejercicio 142. Para a € Rno nulo, probar que la integral — 5 dx conver-
0 X“t+a
ge y calcular su valor. Sugerencia: integrar sobre curvas como en el ejercicio anterior.
Ejercicio 143.Sea Q : C — C una funcién racional sin polos en [0, +00) y sea

ae(0,1).Si Zlim Q(z) =0, probar que
—00

_ ,2mia p4oo
l1-e Q(x)dx:;Res(%,zi),

2mi 0 x®

donde la rama elegida de z% es la obtenida tomando el argumento de z en
(0,27). Sugerencia: integrar sobre curvas del siguiente tipo, y hacer que R — oo, r = 0y
e—0.

Ejercicio 144. Calcular las siguientes integrales reales.
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Figura 6.3: Un contorno con forma de cerradura.

s} 1 +00 1 oo w
1 —dx, —dx, .
() fo Va(x2+1) o @ fo x(1+x) dx ®) fo x3+xdx
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Capitulo 7

El espacio de funciones
holomorfas
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1. Elespacio 6(Q)

Convergencia local uniforme

Fijemos una region Q en C. Presentamos ahora, sin més, una de las dos nocio-
nes de convergencia en € (Q2) que seran centrales en todo el capitulo.

Una sucesion de funciones (f;,) en €(Q2) converge de forma localmente uni-
Jorme en Q si todo punto z € Q admite un entorno U donde la sucesién de
restricciones (f,|y) converge uniformemente. Notemos que si (f;) converge de
forma localmente uniforme en Q, define una funcién f : Q — Cyy, en vista de
la convergencia uniforme, esta funcién pertenece también a Q.

Notemos, también, que la condicién implica que (f;;) converge uniformemen-
te en una familia de discos abiertos que cubren a Q, y luego para todo compacto
K de Q, la sucesién de restricciones (fy|x) converge uniformemente. Recipro-
camente, dado que todo disco cerrado contiene un disco abierto mas pequerio,
si para todo compacto K de Q, la sucesion de restricciones (f|x) converge uni-
formemente, entonces (f,;) converge de forma localmente uniforme en Q.

Convergencia y metrizabilidad

En lo que sigue, diremos que una sucesion converge en 6 (Q) si lo hace de for-
ma localmente uniforme. Veamos ahora que esta nocién de convergencia es
metrizable: existe una métrica d en €(Q) tal que una sucesion (f,) en €(Q)
converge de forma localmente uniforme si y solamente si es una sucesién de
Cauchy para d.

Para cada compacto K de Q, definimos la seminorma asociada a K: para cada
e,

|flx = rglgé}(le(s‘)l.

El nombre seminorma se debe a que la asignacion f € €(Q) — |f|x € R verifi-
ca todas las propiedades de una norma salvo la condicién que | f|x = 0 implica
que f esla funcién nula. Obtenemos asi una familia de seminormas

K ={l-|x : K € Q compacto}.

La condicién de convergencia local uniforme puede enunciarse ahora en tér-
minos de la familia £ : una sucesion (f};) converge en % (Q2) si y solamente si
para todo compacto K en Q,

lim |f,— fimlxk =0.

n,m—o0

Lema 1.1. Existe %y una subfamilia numerable de % tal que una sucesion (f,)
converge en € (Q) si 'y solamente si para toda | - |x € X,

lim |fy— fmlk =0.

n,m—o0
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Demostracién. En el Ejercicio 69 construimos una familia numerable de com-
pactos crecientes (Q,,) ey cuya union es Q. Sea £ la familia de seminormas
asociada a tal conjunto de compactos. Si K es un compacto arbitrario de Q, en-
tonces existe n € N tal que K < Q,: como K es acotado y K noQ =0, podemos
elegir n de modo que valga simultdneamente que d(0,K) < ny d(0Q,K) = nL.
En particular, para todo compacto K en Q existe n tal que |f|x < |flq, para
toda f € €(Q), y esto hace evidente que vale la afirmacién del enunciado para

nuestra elecciéon de £j. O

Construimos ahorala métrica deseada. De hecho, definiremos una pseudonor-
ma en € (Q) que induce la métrica correcta. Una pseudonorma sobre €6 (Q2) es
una funcién p : € (Q2) — [0,00) que cumple que para f, g € €(Q):

M pAAH<p(HsilAl<],
@) limy_op(A1f) =0,

@) p(f+& <p(N)+p(®,
(4) p(f)=0siysolosi f=0.

Para cada n e Ny cada f en €(Q), sea |f|, = min(1,|flq,) y definamos |-l :
€ (Q) — [0,00) de modo que

Ifla= Y Ifl.27"

neN

Dado que | f], < 1 para todo n, la serie anterior converge para cualquier elec-
cibn de f en €(Q).

Proposicion 1.2. La funcion ||| q es una pseudonorma en € (Q)), y una sucesion
(fn) converge en € (Q) siy solamente es una sucesion de Cauchy para la métrica
inducida por |-l q-

Demostracion. Estd claro que ||-|| toma valores no negativos. Por otro lado, si
1l = 0 entonces |f|g, =0 para cada compacto Q, y, dado que su unién es Q,
f =0en Q, asi vale la propiedad (4). La validez de la desigualdad triangular,
esto es, la propiedad (3), se deduce inmediatamente de su validez para cada
una de las seminormas |f|,. La propiedad (2) es minimamente més delicada:
dada f € €(Q) y € >0, podemos tomar N tal que

Y 27"<¢

n>N

yasuveztomard >0paraqued|fily<ly

N
Slfin Y. 2% <e.
n=1
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Esto implica que [|Afllq < 2¢ si |A| < §, y prueba que tal propiedad se cumple,
mientras que la propiedad (1) es evidente. Para ver que la métrica inducida por
esta pseudonorma es la correcta, es suficiente que notemos que si (f;;) es una
sucesion en € (Q) y si || fll — 0 cuando n — oo, entonces para cada k € N es el
caso que | f,|x — 0 cuando n — oo. Por el Lema 1.1, (f;,) converge a 0 en € (Q),
como queriamos ver. O

Notemos que |-|lq no es una norma vectorial. Por otro lado, para cada f y
g en €(Q), es cierto que [|fglla < lIflla-lgla, por lo que la multiplicacién
€ (Q) x €(Q) — €(Q) es continua y, con la métrica inducida por esta pseu-
donorma, ¥ (Q2) es un espacio métrico completo. En lo que sigue, siempre con-
sideraremos ¥ (Q2) munido de esta métrica. Parte de la siguiente proposicién
afirma que €0(Q) es un subespacio cerrado de €(Q), y luego es él mismo un
espacio métrico completo.

Proposicion 1.3. Sea (f,;) una sucesion en G (Q)) que convergeen 6(Q) a f. En-
tonces f € O(Q), y para cada k € N, la sucesion (f,(lk]) converge a (f(k)) en0(Q).
En particular, la funcion f € 0(Q) — f' € ©(Q) es continua.

Demostracién. Sea (f,) una sucesion en €'(Q2) y supongamos que convergea f.
Entonces f € €(Q) y, por el Lema 3.1.8, para todo tridngulo T en Q,

ffdz:limf frdz=0,
aT V=00 JoT

en vista de que cada f, es holomorfa y el Teorema de Goursat. Luego f tiene
integral nula sobre todo tridngulo contenido en Q, y es holomorfa por el Teore-
ma de Morera. La segunda afirmacioén se sigue de las estimaciones de Cauchy
en compactos, que es el contenido del Teorema 4.1.2. O

Independencia de la exhaucion

Hasta ahora construimos una métrica en % (Q2) usando una exhauscién por
compactos de Q particular. Veamos que, aunque las métricas que se obtienen
de distintas exhauciones son en general distintas, los abiertos que definen en
% (Q2) no dependen de la exhaucién que elejimos.

Recordemos que £ es la familia de todas las seminormas en % (Q2) asociadas
a los compactos de Q. Para cada € > 0, cada compacto K en Q y cada f € CO,
definimos U(f;K,¢) = {g € €(Q) : |f — glk < €}. Este conjunto es un abierto
bdsico de € (1), y el conjunto %f ={U(f;K,¢e) : KcompactodeQye>0}es
una base de abiertos de € (Q)) en f.

La siguiente proposicién dice que estos conjuntos, como su nombre lo indica,
son abiertos, y que todo abierto de €(Q2) es una unién de conjuntos de esta
forma: esto da el resultado que buscamos y explica el nombre que le dimos a
las colecciones de abiertos % r para fe€ Q).
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Proposicion 1.4. Sea p una métrica definida en € (Q) usando una familia nu-
merable de seminormas en € (Q2) asociadas a una exhausién por compactos de
Q. Entonces

= para cualquier eleccién de € > 0, de un compacto K deQ y de f € €(Q), el
conjunto U(f; K, €) es abiertoy,

= dadod >0y feQ,existeun compacto K deQ ye >0 tal que U(f;K,¢) <
Bs(f).

Luego, todo abierto de € (Q2) es una unién de abiertos de la forma U(f,K, €) y, en
particular, los abiertos de € (Q) no dependen de nuestra eleccion de exhaucion
por compactos de Q).

De forma maés breve, cualquier par de métricas obtenidas como en la proposi-
cién son topoldgicamente equivalentes.

Demostracién. Por comodidad, hagamos la prueba para d y £p: no hay pérdi-
da de generalidad en hacerlo en este caso.

Tomemos € > 0, K un compacto de Qy f € €(Q), y veamos que el conjun-
to U(f; K, ¢) es abierto. Existe N € N tal que K esta contenido en K. Ponga-
mos 6 = 2~V min(e, 1) y tomemos g € Bs(f). Entonces en particular | f — g|y <
min(e, 1) yluego | f - glk, < €. Dado que K € Kj, esto prueba que g € U(f; K, €),
y luego que este conjunto es abierto.

Reciprocamente, dado § > 0, tomemos N € N de modo que Y, n27" < §/2.
Para esta eleccién de §, podemos tomar ¢ < 1 de forma que si g € U(f; Ky, €)
entonces

N N N
Y If-glh2 " <If-glky Y. 2 "<e) 27" <572
n=1 n=1 n=1

Deducimos que si g € U(f; K, €) entonces || f — gllo < 6, que prueba la segunda
parte de la proposicion. La tiltima afirmacién de la misma es ahora inmediata:
resulta que todo disco abierto en € (Q2) es una unién de abiertos de la forma
U(f;K,¢), y luego que lo mismo es cierto para un abierto arbitrario de € (Q).
Esto completa la demostracion. O

2. Familias de funciones

El teorema de Montel

Fijemos una familia de funciones en 0 (Q), esto es, un subconjunto & de G (Q).

Para cada compacto K de €(Q) definimos ||k = sup feF | flk. La familia & es
localmente acotada si para cada compacto K de Q tenemos que |F|x < oo,y
es acotadasi | F|q = SUpP fe g | fla < oo.
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Notemos que la primera condicién es equivalente a la condicién que para cada
punto z € Q exista un disco B centrado en z tal que | |p < co. Toda familia aco-
tada es, evidentemente, localmente acotada, sin embargo, la familia de funcio-
nes{z,2z2,3z3,---1 definida sobre F es localmente acotada yno es acotada. Toda
sucesion (f;,) nen de funciones en 0(Q) define una familia asociada {f;, : n € N},
y esto nos permite hablar de sucesiones localmente acotadas o acotadas.

Le recordamos al lector el siguiente teorema de Cesare Arzela (1847-1912) y
Giulio Ascoli (1843-1896), que da condiciones suficientes para que una familia
de funciones en ¥ (Q) sea precompacta.

Teorema 2.1 (de Arzela-Ascoli). Toda familia & en € (Q2) que es localmente aco-
tada y localmente uniformemente equicontinua es precompacta. Esto es, toda
sucesion en & admite una subsucesiion convergente.

El siguiente teorema es nuestro primer resultado basico de precompacidad en
0(Q), y es uno de los teoremas de Paul A. A. Montel (1876 — 1975) que estudia-
remos.

Teorema 2.2 (de Montel para sucesiones). Toda sucesion localmente acotada
en 0(Q) admite una subsucesion convergente.

Basamos su demostraciéon en una serie de lemas, el primero de ellos es un
resultado usual de diagonalizacién para familias de funciones puntualmente
acotadas, cuya demostracién omitimos.

Lema 2.3. Sea D un subconjunto numerable de Q). Toda sucesion de funciones
puntualmente acotada en Q2 admite una subsucesion que converge puntualmen-
teenD.

Recordemos que & es localmente uniformemente equicontinua si para cada
c e Qycada ¢ > 0 existe un disco B 3 ¢ en Q tal que para toda f € & vale que
o(f,B) = SUp, ep |f(z) = f(w)] < €. Llamamos a este ntimero la oscilacién de
fenB.

Lema 2.4. Toda familia localmente acotada en G (Q) es localmente uniforme-
mente equicontinua.

Demostracién. Sea & una familia localmente acotada en €0'(Q), y tomemos € >
0 y un punto c € Q. Por hip6tesis, existe un disco B, que podemos asumir esta
centrado en ¢, tal que |%|p < co. Sea B’ un disco concéntrico a B con la mitad
de suradio 2r, asi d(B’,0B) = r, y tomemos z, w € B'. Por la férmula de Cauchy,
y la estimacion estdndar, resulta que

|z — w|

If(2) = f(w)] < -

f© )
dél <1z— w1 2.
faB(f—z)(f—w) ¢ <lz-wllF s
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Esto implica que si f € & y s < r, entonces
o(f,Bs(c) <|F|gdsr™!,
y basta que tomemos s = min(re(4|%|p) 1, r) para que w(f, Bs(c)) <. O

Notemos que la familia {z+ n: n € N} en G (E) es uniformemente equicontinua,
asi a fortiori locamente uniformemente equicontinua, pero no es localmente
acotada.

En este momento podriamos apelar al teorema de Arezela—Ascoli, pues pro-
bamos que una familia de funciones holomorfas que es localmente acotada es
también locamente uniformemente equicontinua. Para que la exposicion sea
un poco mds autocontenida, y por ser interesante en si mismo el siguiente le-
ma, preferimos tomar el camino maés largo, en el que daremos una demostra-
cion del teorema de Arezela-Ascoli.

El dltimo lema que necesitamos nos da atin otra una condicién equivalente a
la de la convergencia local uniforme de una sucesion de funciones. Una suce-
sién (f,) en € (Q) converge continuamente en () si para cada sucesién conver-
gente (z,) en Q, existe el limite lim,_.« f,,(z;). Notemos que si tomamos para
cada z € Q) la sucesion constante con valor z, deducimos que toda familia que
converge continuamente converge, en particular, puntualmente, y luego que-
da definida una funcién f: Q — C por lareceta f(z) =1lim;,_ f5(z) para cada
zeQ.

De hecho, vale que f(z) =1lim,_. fr(z,) para toda sucesion (z;),en €n Q que
tienda a z, como el lector puede verificar construyendo de cualquier par de ta-
les sucesiones una sucesién que también converge a z y tiene a las dos primeras
como subsucesiones.

Lema 2.5. Una sucesion de funciones sobre Q) converge continuamente en Q si y
solamente si converge a una funcién en € (Q).

Demostracion. Sea (f;,) nen Una sucesion de funciones sobre Q y supongamos,
primero, que converge compactamente a una f € €(Q2). Dada una sucesion
(z,) en Q que converge a z € Q, formemos el compacto L = {z, z1, 22, ...}. Como
fn converge de forma local uniforme a f, existe lim|f — f,|;. = 0, y luego, en
particular, lim,,—.« f(z,) — fn(z,) = 0. Como f es continua, también es cierto
quelim,_. f(2)—f(z,) = 0y, juntando estas dos afirmaciones, deducimos que
fn(z,) converge a f(z), como queriamos probar.

Reciprocamente, supongamos que (f;),en converge continuamente en Q. Ya
vimos que en ese caso existe una funcién f : Q — C tal que f,, — f puntual-
mente. Veamos que f es continua y que (fy,)en converge a f en 6(Q2). Para
ver lo primero, supongamos que (z,) ey €S Una sucesion en Q que tiende a
z€Q.Dado € > 0, podemos elegir una subsucesion (fy,)ken de (f) nen tal que
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| fne(2k) — f(zr)| < € para cada k € N, pues para cada k fijo, f,(zr) — f(zk)
cuando n — oco. Podemos ahora estimar

If(2) = [zl <1 f(2) = fu (zi)] + | i (20 — [ (2p).

Como la subsucesion (fy,)ken también converge continuamente a f, deduci-
mos junto con lo anterior que f(zx) — f(z), que prueba que f es continua.
Finalmente, veamos que (f;) ,en converge a f en € (Q). Si no es el caso, existe
un compacto K de QO de modo que |f,; — f|x no tiende a cero cuando n — oo, y
podemos encontrar un € > 0y una sucesion (z,) ,en en K, que podemos asumir
converge a algiin punto z € K, de forma que

|fn(zn) = f(zp)l =€ (7.1)

para todo n € N. Sin embargo, como z;,, — zy como f es continua, resulta que
f(zn) — f(2)y, como (f,)nen tiende a f continamente, es el caso que f;,(z,) —
f(2), que implica que lim,,_.o. | f(21) — f(z,)| = 0, en contradiccién con (7.1).
Esto concluye la demostracion del lema. O

Podemos dar ahora la

Demostracién del teorema de Montel para sucesiones. Sea () ,en Una sucesion
en O(Q)) que es localmente acotada. Por el Lema 2.3 existe una subsucesién
(fn)ken de (fu)nen que converge puntualmente en el conjunto numerable y
denso A de puntos con coordenadas racionales en Q. Para alivianar la notacion,
notemos g = fy, paracada k € N. Veamos que la sucesion (gj) ke converge en
% (Q). Para esto basta, por el Lema 2.5, probar que converge continuamente en
Q.

Tomemos entonces una sucesion (zx) xen €n Q que converge a z € (), y veamos
que (gx(zx))ken converge. Como (gx)ken €s localmente acotada, el Lema 2.4
prueba que es localmente uniformemente equicontinua: dado € > 0y este z €
Q, existe un disco B con centro z tal que Var(g, B) < € para todo k € N. Po-
demos tomar ahora un a € An B, pues A es denso en Q, yun N € N tal que si
k = N, entonces zy € B, pues z; — z € B. Como ademas (g, (a)) converge, pode-
mos asumir que N es tal que |g,(a) — gm(a)| < € si m,n = N. En esta situacion,
resulta que |g,(z,) — gm(zm)| es alo sumo

18n(2n) — gn(@)| +18n(a) — gm(@)| +|gm(a) — gm(zm)| < 3€

que prueba que (g (2x)) keny cOnverge, y completa la demostracién del teorema.
O

Diremos que una familia & en € (Q) es normal si toda sucesién de & admite
una subsucesion convergente, es decir, si & es (secuencialmente) precompacta
en € (Q). Asi, tenemos ya demostrada una implicacién del siguiente
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Teorema 2.6 (de Montel para familias). Una familia en G(Q) es normal si y so-
lamente si es localmente acotada.

Demostracién. Sea & una familia en G(Q), y supongamos primero que es lo-
calmente acotada. Ciertamente toda sucesion de & tiene esta propiedad, y lue-
go por el teorema de Montel para sucesiones, admite una subsucesién conver-
gente en % (Q)), que ya sabemos tiene su limite en €(Q). Reciprocamente, su-
pongamos que & no es localmente acotada. Podemos encontrar entonces una
sucesion de puntos (z,) nen €n un disco B de Q y una sucesion (f;;) neny €n & tal
que para todo n € N sea | f,,(z,)| = n. Podemos asumir, ademds, que z; conver-
ge a alglin punto z € B. Resulta entonces que ninguna subsucesion de (f;) nen
puede converger en € (Q), pues en particular esto implicaria que alguna sub-
sucesion de (f;,(z,)) nen converge, y esto es imposible. O

Veamos ahora que relacién hay entre las familias normales y la familia de de-
rivadas de sus elementos. Dada una familia &, notamos por &' a esta segunda
familia.

Teorema 2.7. Sea & una familia normal en ©(Q). Entonces la familia F' tam-
bién es normal. Por otro lado, si la familia &' es normal y si & estd acotada en
al menos un punto de Q, entonces & es localmente acotada, y luego normal.

Demostracién. Supongamos primero que &% es normal o, equivalentemente,
que es localmente acotada, y veamos que % también es localmente acotada.
Por las estimaciones de Cauchy sobre compactos, para cada disco cerrado B
contenido en Q existe un disco abierto B’ 2 B contenido en Q y una constante
absoluta M que depende solo de Q, B' y B, tal que |f’|p < M|f|p para cada
f €0(Q), yluego en particular para cada f € &. Evidentemente, esto implica
que &' es localmente acotada si & lo es.

Reciprocamente, supongamos que %' es localmente acotada, y que c € Q esun
punto donde & estd acotada, es decir, tal que sup fez | f(0)] =: ||, < 0. Fije-
mos un z € Q 'y tomemos un disco B 3 z contenido en Q y un camino poligonal
Yz en Q de z a c. Para cada w € B, sea y,, el camino de w a c que se obtiene
concatenando [z, w]y Y. De la igualdad

fw) =f+ | [fl(dé

Yw

y la estimacién estdndar deducimos que para cada w € Bycada f € &,
|f )| < |F e +1F Ik Ly w),

donde K es el compacto BUy,. Como L(y,,) < L(y;) + r donde r es el radio de
B, deducimos que | %|p < 0o, como queriamos. O
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La hipétesis de que & esté acotada en al menos un punto es necesaria: la fa-
milia de funciones constantes {n : n € N} en ¢ (C) no es localmente acotada, sin
embargo lo es, trivialmente, su familia de derivadas.

Los siguientes son ejemplos de familias normales; el lector debe probar que
este es el caso para cada uno de ellos. ;Cuédles de ellas son cerradas, y luego
compactas?

(1) {zeE—2z"€C:neNj},

2) {zeC—n"lzeC:neNj,

(3) {f€0(Q):|fl < M} donde M > 0 es una constante fija,
4) {fe0Q):R(f) >0},

(5) {zeE—n ;Z__“l € E: a€E,ne o}, la familia de automorfismos de E,
(6) {f €@(E):|f"™(0)| < Mn! para todo n € N} donde M > 0 es una constante
fija.

Otros teoremas clasicos

El siguiente criterio es util para probar que una sucesién en €¢(Q2) converge a
otra.

Teorema 2.8 (Criterio de convergencia de Montel). Sea (f;,) nen Una sucesion lo-
calmente acotada en G (Q)). Si existe f € O (Q) tal que toda subsucesion de (f,) nen
que converge en 6 (Q2) converge a f, entonces (f,) nen convergea f.

Demostracion. Supongamos que no. Existe entonces un compacto K en Q, un
€ > 0y una subsucesion (fy,)ren de (fn)nen tal que, para todo k € N, vale que
|f = fun,| = €. Esta subsucesion también es localmente acotada, y luego admite
una subsucesién convergente que, por hip6tesis, debe converger a f en €(Q),
que contradice que | f - f;,, | = € para todo k € N. O

Veamos como usarlo para demostrar el préximo teorema que probaron inde-
pendientemente Giuseppe Vitali (1875-1932) y M. B. Porter|[Vit, Por].

Teorema 2.9. Sea (f;,) nen Una sucesion localmente acotada en O (Q). Si el con-
junto A ={z € Q:lim,_ fr(2) existe} admite un punto de acumulacién en Q,
entonces (f;,) nen converge en G (€)).

Demostracién. Es suficiente que probemos, por el criterio de Montel, que todas
las subsucesiones convergentes de (f;,) ,en convergen a una misma funcién en
0(Q), y esto es inmediato por el teorema de la identidad. O

Lema 2.10. Sea B un disco con centro ¢ y sea (f,)nen Una sucesion acotada de
funciones holomorfas en B. Son equivalentes
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(1) (fun)nen converge en O (B),

(2) Existe un punto c € B tal que para todo k € N la sucesién de derivadas
(f9(¢)) peny converge.

Demostracién. Ya sabemos que si (f;;) ney converge en €0(B) lo mismo es cier-
to para las sucesion de sus derivadas, asi (1) = (2). Para ver que (2) =
(1), notamos primero que podemos asumir que B es el disco unidad y que
sup,,en | fnl < 1. Para cada n € N tenemos un desarrollo en serie de Taylor

@ =Y anz",

k=0

y por hipétesis, para cada n € N, existe a,, := limy_ o, a,k. Las desigualdades de
Cauchy aseguran que supy. , layxl <1, asi supy lag| < 1, y luego

f@=Y apz*

k=0

define una funcién holomorfa en E. Afirmamos que (f;),en converge a f. En
efecto, tomemos 0 < r < 1 y sea € > 0. Existe N > 0 tal que (1-r)"'2rV < ey,

como
N-1

lim ) lank— anlr¥ =0,
n—oo =0

podemos tomar N’ de forma que esta suma sea también menor a € si n > N'.
Obtenemos entonces que si n > N’,

N-1

N
,
If = fulg, < Y lank — anlr® +2—— < 2e.
=0 1-r

Como todo compacto de E esta en algtin disco B, con 0 < r < 1, esto prueba lo
que queriamos. O

Es esencial asumir que la sucesién es acotada en el teorema anterior: la suce-
sién en O (E) con término general f;,(z) = (nz)" no converge puntualmente en
ningtn punto de E, sin embargo para cada k € N vale que f,(lk) (0) — 0 cuando
n — oo. Estamos en condiciones de probar el siguiente teorema de Vitali, que
enunciamos —como en [Rema]— en una forma cuya similaridad al teorema de
la identidad es obvia.

Teorema 2.11 (de Vitali). Sea (fy,) nen Una sucesion localmente acotada en O ().
Son equivalentes

(1) (fn)nen converge en ©(Q2).

(2) Existe un punto c € Q tal que para todo k € N la sucesién de derivadas
( f,(lk)(c))neN converge.
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(3) El conjunto A= {z e Q:lim,_ fn(z) existe} admite un punto de acumu-
lacion en Q.

Demostracién. Ya observamos que (1) = (2). Por otro lado, (2) = (3), pues
si tomamos un disco B contenido en Q en torno ¢ donde (f;;),en €s acotada,
el Lema 2.10 prueba que B < A. Finalmente, ya vimos que (3) = (1) en el
Teorema 2.9. O

Vale notar que los teoremas de Montel y de Vitali son equivalentes: ya vimos
que el de Montel implica el de Vitali. Reciprocamente, vimos que toda sucesiéon
de funciones holomorfas localmente acotada en Q converge puntualmente so-
bre un conjunto denso de Q. El teorema de Vitali asegura entonces que esta
sucesion converge en € (Q2) (y podemos dar una demostracién del teorema de
Vitali que no use el teorema de Montel!).

Teorema 2.12 (de Hurwitz). Sea (f,,)nen Una sucesion convergente en G (Q) a
una funcion f : Q — C no constante. Si f(c) = 0 para un c € Q, entonces existe
un disco B en Q centrado en c y un indice N € N tal que para todo n € Nz, el
niimero de ceros de f en B es igual al niimero de ceros de f;, en B.

Demostracion. Existe un disco B’ en Q centrado en ¢ tal que f no se anula en
B’ ~c pues f no es constante. Sea B C B’ un disco con centro ¢y sea m. > 0 tal
que |f| = m, sobre 6B. Existe N tal que si n € N>y entonces

|f = fulop <m. <|flon

en virtud de la convergencia local uniforme de (f;,) sen @ f. El teorema de Rou-
ché asegura ahora que si n € Nxy entonces f;, y f tienen el mismo ntimero de
ceros en el interior de B. O

Corolario 2.13. El limite de una sucesion de funciones nunca nulas en 0(Q) es
o bien una funcién idénticamente nula o bien nunca nula.

Demostracion. Supongamos que f no es idénticamente nula y es el limite de
(fn)nen en@(Q). Si f es constante, no hay nada que probar, asi podemos asumir
que f no es constante. En este caso, el teorema de Hurwitz asegura que si f
tiene un cero en algin ¢ € Q, lo mismo es cierto para casi todas las funciones
en (f,) nen, que es imposible. O

Corolario 2.14. El limite de una sucesion de funciones inyectivas (resp. local-
mente biholomorfas) en ©(Q) es o bien constante o bien una funcién inyectiva
(resp. localmente biholomorfa).

Demostracién. Supongamos primero que (f},) nen €5 una sucesion de funciones
inyectivas que converge a una funcién f no constante, y tomemos un punto
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¢ € Q. Entonces las funciones de la sucesion (f;, — f,,(¢)) nen SON nunca nulas en
Q ~ ¢ y esa sucesion converge a f — f(c), que no es nunca nula pues f no es
constante. Por el corolario anterior, f — f(c) es nunca nula en Q ~ c. Dado que
tomamos ¢ € Q un punto arbitrario, esto prueba que f es también inyectiva.

Supongamos ahora que (f;,) ,en €5 una sucesiéon de funciones localmente biho-
lomorfas que converge, como antes, a una funcién no constante f. En este caso
la sucesion de derivadas (f;,) neny converge a f', y cada uno de sus términos es
nunca nulo por ser f;, localmente biholomorfa para cada n € N. Como f no es
constante, f’ no es idénticamente nula, y luego el corolario anterior asegura
que f’ es, de hecho, nunca nula, asi f es localmente biholomorfa, como que-
riamos probar. O

Teorema 2.15 (de inyeccion de Hurwitz). Sea (f},) nen Una sucesion de funciones
en O(Q)) que converge a una funcion no constante f, y supongamos que existe
Q' cC tal que para todo n €N, f,(Q) < Q'. Entonces f(Q) < Q.

Demostracion. Tomemos ¢ ¢ Q. Por hip6tesis las funciones de la sucesion (f;, —
¢)nen sSon nunca nulas en Q. Como f — ¢ no es idénticamente nula, pues f no
es constante, deducimos que es nunca nula, asi resulta que ¢ ¢ f(Q). Dado que
elejimos a ¢ ¢ Q' de forma arbitraria, esto prueba que f(Q) € Q’, que es lo que
queriamos. O

3. Unaaplicacion del teorema de Vitali

Usaremos ahora el teorema de Vitali para probar un resultado general sobre
intercambio de integracién y diferenciacion.

Proposicion 3.1 (Intercambio de integracion y diferenciacién). Sea Q una re-
gionenC,y unlazoenQ,y f :y x Q — C una funcion localmente acotada. Su-
pongamos, ademds, que para cada ¢ € y la funcién tal que z € Q— f({,2) € C
es holomorfay que las integrales fy f(&, 2)d¢ existen para cada z € Q. Entonces:

» afuncion F:Q — C tal que F(z) = f f(&,2)d¢ es holomorfaen Q,
Y

0
= paracada z € Q) existe la integmlf a—]zc(f, 2)d¢y,
Y

s paracadazeQ, esF’(z):f%(é,z)df.
y 0z

Recordemos que ya probamos una versién més débil de este resultado en la
Proposicion 3.2.10.
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Demostracion. Tomemos un disco compacto B tal que | f|,xp < co. Definamos
g:10,11 xQ — C tal que g(t,z) = f(y(£),z)y'(¢), y formemos una sucesion
(gn) nen de sumas de Riemann

gn(2) = Zg(tn,k, Z)Ask,n

para fy f(z,8§)d¢. Cada funcién de la sucesién (g,)nen, que tiende puntual-
mente a F, es holomorfa por hip6tesis. Ademds, para cada n € N tenemos que
IgnlB <|flyxn [Y'|1. Asi (g1) nen €s localmente acotada y por el teorema de Vitali
converge uniformemente a F en B. Esto prueba que F es holomorfa. Ademsds, la

sucesion de derivadas (g),) nen consiste de sumas de Riemann para fy % (z,8)dé,
y sabemos que converge uniformemente sobre B a F’ por la Proposicién 1.3.
Esto concluye la demostracién de esta proposicion. O

La funcién Gamma de Euler

Del andlisis elemental tenemos una funcién I" : (0,c0) — R tal que
oo
T'(s) :f wle %du,
0

para cada s > 0. Ademds, vale que I'(1) = 1 yque sI'(s) =I'(s+ 1) para cada s > 0.
En particular, I'(n + 1) = n! para cada n € Ny. El siguiente teorema debido a
los matemadticos daneses Harald Bohr and Johannes Mollerup, que no probare-
mos, caracteriza a esta funcién:

Teorema 3.2 (de Bohr-Mollerup). La funcién T : (0,00) — R queda univoca-
mene determinada por las condiciones:

= T()=1,
n sI(s)=T(s+1)sis>0y,

= logT es convexa.

Veamos como aplicar la Proposicion 3.1 para extender la funcién I' a una fun-
ci6on holomorfa en el semiplano H, = {z € C : Rz > 0}, que a su vez extende-
remos a una funcién meromorfa en C con polos simples exactamente en los
enteros no positivos.

Teorema 3.3. Para cada z € H, la integral impropia
(o0}
T'(2) :f wle du,
0

existe y la funcion T : Hy — C asi definida es holomorfa. Ademds, para cada
ze€Hy, valequeT' (z+1) = zI'(2) y que

! _ o z-1_-u
I'(z) = u“ e "logudu.
0
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Demostracion. Por la Proposicion 3.1, si tomamos s, £ € (0,00), la funcién

t
fsi(@) = f u“le "l du,
N
es holomorfa en todo C. Ademas, la familia de funciones
{fs,r:0<s<t<o0}

es localmente acotada en Hy: en cada franja F={z€ C:0 < a <Rz < b}, una
estimacién estdndar asegura que

1 ()
|fs,t|F<f u“‘le_”du+f uPlequ.
0 1

Como para cualquier par de sucesiones (€,) zen, (Rn) nen €n (0,00) que conver-
gen a 0 e oo respectivamente, la sucesion (fe,,r,)nen converge puntualmente
sobre (0,00) a T, el teorema de Vitali asegura que esta sucesién converge en
O(H,) aT. Esto prueba, por un lado, que I' es holomorfa y, por otro, que la
derivada I puede calcularse como lo afirma el enunciado: podemos aplicar
la Proposicién 3.1 a cada elemento de la sucesién (f¢, r,)nen. La validez de la
ecuacion zI'(z) = I'(z+ 1) para z € H; se deduce de su validez en (0,00) y el
teorema de la identidad. O

Corolario 3.4. Para cada n € Ny, la funcion

I'(z+n)
z(z+1)--(z+n-1)

I'y:ze{zeC:Rz>—-n}—

es meromorfa con polos simples en los enteros0,-1,...,—n+ 1, y coincide con la
funcionT enH.. Asi, existe una funcién meromorfal : C — C con Pr = Z< tal
que

« T(D)=1,
» T(2)= [g u* e "dusizeH, y

» zI['(2) =T(z2+1) paratodo z ¢ Z«.

Demostracion. Sea n € N. Como I'(z) estd definida para Rz > 0, la funcién del
enunciado esté definida para Rz > —n, y la ecuacion funcional de I" prueba que
coincide con I'(z) si Rz > 0. Esta funcién es meromorfa y tiene polos simples en
los enteros 0,—1,...,—n+1, pues I no se anula sobre N, y estos son todos ellos,
pues I es holomorfa en H. . Finalmente, del teorema de la identidad deducimos
que tenemos bien definida una funcién meromorfa I' : C — C con Pr = Z¢
con las propiedades deseadas. O
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Férmula de reflexiéon

Para continuar el estudio de la funcién I', consideramos otra funcién especial,
la funcién Beta. Definimos B : (0,00)> — R tal que

1
B(s, 1) = f w1 -wldu.
0

Un argumento completamente andlogo al que hicimos para la funcién I prue-
bala primera parte del siguiente resultado.

Proposicién 3.5. La funcién B:H, xH, — C tal que
1
B(z,w) =f wl-w du
0

para z, w € Hy es holomorfa. Ademds, vale que
I'(z+ w)B(z,w) =T (2)I'(w)
paracadaz,weH,.

Demostracién. Como dijimos, la primera parte se deduce de un argumento
andlogo al que ya hicimos. Para ver la segunda parte, veamos que la igualdad
vale para s, t € (0,00). En este caso, la version elemental del teorema de Fubini
(que ya usamos en la Proposicién 3.2.10), dice que

o0 o0
T :f f vt le " Vdvdu
o Jo
oo rl
:f f ut+s—1vs—1(1_v)t—le—udvdu
o Jo
=I'(s+ t)B(s, 1),
donde en el segundo paso usamos el cambio de coordenadas
(1, v) € (0,00) x (0,1) — T'(u, v) = (uv, u(l - v)).

Esto prueba la ecuacién deseada en el caso real, y usando el teorema de la iden-
tidad deducimos que vale para cada z, w € H,. O

Usando esto podemos probar la siguiente férmula de reflexion.

Teorema 3.6 (Férmula de reflexién). Para todo z € C~Z, vale que

I'z)I'1-2) =

sinmz
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2mi

Figura 7.1: El contorno que usamos para probar la formula de reflexion.

Demostracion. Por el teorema de la identidad, basta con que lo probemos si
s€(0,1). Ental caso 1 —-s€ (0,1) y por la Proposicién 3.5, tenemos que

L u \sdu
F(s)F(l—s)zB(s,l—s)z[ ( ) bt
o \1—u u

El cambio de variables = e transforma a esta integral en

o0 evs
["
—co 1+ev
Veamos que tiene el valor buscado usando el Teorema de los Residuos. La fun-
Sz

tiene un polo simple en i con residuo —e”*s.

ciébn meromorfa f(z) =
1 Z

Dado R > 0, consideremos un rectdngulo con base en [-R, R] y altura 2ri, co-
mo en la figura.

Como e tiene a 27i como periodo, la contribucién de la base y el lado opuesto
alaintegral de f sobre el rectdngulo es

vs

27is k e
(l—e )f dv
_rl+e?

Por otro lado, las integrales sobre los dos lado restantes tienden a cero cuando
R — oo por una simple estimacién y el hecho que 0 < s < 1. Lo anterior junto
con el Teorema de los Residuos ahora asegura que

v=— s = o ,
—co 1+ €Y 1—e47™S  sinms

f"o e’s 2mie'™s T

que es lo que queriamos probar. O

Podemos también calcular los residuos de I" en sus polos, y usando la formula
de reflexion, probar que no tiene ceros.

Proyosici()n 3.7. LafunciénT es nuncanulay, paracadan €Ny, esRes(I',—n) =
(=1

n!
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Demostracion. La férmula de reflexion prueba que I' es nunca nula: sabemos
que en los enteros positivos es no nula, y que en los enteros restantes tiene po-
los, asi que basta ver que no se anula en los puntos restantes. Pero si z no es
entero, entonces 7/ sinzz # 0, y luego I'(z) # 0 por la férmula de reflexion. Para
probar la afirmacién sobre los residuos en los polos, tomemos 7 € Ny. Calcula-
mos

. . I'(z+n+1)
Iim (z+n)I'(z)= lim (z+ n)———
z—-n z—-n zZ(z+1)---(z+n)
. I'z+n+1)
= lim
z—=-nz(z+1)---(z+n-1)

~ (1)
S =mn+ D) (1)
_ D"
on

’

como queriamos. O

4. FElteoremade Riemann

El objetivo de esta seccion es probar el siguiente teorema de Riemann.

Teorema 4.1 (de la aplicacién conforme de Riemann). Todo abierto simple-
mente conexo de C distinto de C es biholomorfo al disco unidad.

Dado que toda funcién biholomorfa es un homeomorfismo, si Q < C es abierto
y biholomorfo a E, entonces Q tiene que ser también simplemente conexo, asi
esta condicion es necesaria. Por el teorema de Liouville, no existen funciones
holomorfas no constantes C — [, asi también es necesario que Q no sea todo
C: una de las caracteristicas notables del resultado de Riemann es que prueba
estas dos condiciones son también suficientes.

Recordemos que todo conjunto simplemente conexo es homolégicamente sim-
plemente conexo, y luego por (6) del Teorema 5.2.8,

Lema 4.2. Toda funcién holomorfa nunca nula sobre un abierto simplemente
conexo admite una raiz cuadrada holomorfa.

Digamos que un abierto Q) de C que contiene al origen y cumple lo anterior
es un Q-dominio. La hipétesis que 0 € Q no es restrictiva, ya que si Q es una
regién con la propiedad anterior y ¢ € Q, una traslacién por ¢ da otra regién con
la misma propiedad, biholomorfa a Q y que contiene al origen. Probaremos, de
hecho, que

Teorema 4.3. Todo Q-dominio de C distinto de C es biholomorfo al disco uni-
dad.
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En particular, todo Q-dominio es simplemente conexo: es interesante que no-
temos que una condicién algebraica sobre el dlgebra de funciones G(Q), a sa-
ber, que toda unidad admita una raiz cuadrada, nos da un resultado puramente
geomeétrico sobre Q.

Existencia

De ahora en adelante, fijamos un Q-dominio Q que no es C. Notamos por £,
para c € E al automorfismo involutivo de E tal que t.(z) = £-=5 para cada z € E.
Nuestro ahora objetivo serd probar que existen funciones biholomorfas Q@ —
E. Veamos primero que

Lema 4.4. Existe una funcién holomorfa e inyectiva f : Q — E tal que f(0) = 0.

Demostracion. Tomemos a ¢ Q, ysea g(z) = z—a. Como g es nunca nula en (,
admite una raiz, esto es, existe v € G (Q) tal que V¥i(z)=z-a paracadaz€ Q.En
particular, v es inyectiva y, ademas, (—v)(Q) N v(Q) = &. En efecto, si existieran
¢, ¢’ € Qtal que v(c) = —v(c’) resultaria, al elevar al cuadrado, que c—a=c¢'—a,
esto es, que ¢ = ¢’. Pero entonces v(c) = 0, que es imposible.

Como el conjunto (—v)(Q) es abierto y no vacio, existe un disco B tal que v(Q)
estd contenido en C~ B, digamos que B = B(w, r). La funcién

2 r{ 1 1 )

2)== -

§ 2\z—c v0)-c

es holomorfa ylleva C ~ B a E de forma inyectiva. La funcién buscada es enton-
ces f=gov. O

Resulta ahora que la familia de funciones
F(Q)={f:Q — E: f holomorfa, inyectiva con f(0) = 0}

es no vacia. La funcién biholomorfa QO — E deseada puede obtenerse resol-
viendo un problema extremal sobre & (Q):

Proposicién 4.5. Si w € Q no es el origen, toda funcién en & (Q) que maximiza
el funcional levy|: F(Q) — R f—|f(w)| es sobreyectiva y luego biholomor-

fa.

Daremos la demostracion en varios pasos. Por el momento, veamos la utilidad
que tienen el teorema de Montel y los teoremas de Hurwitz que obtuvimos en
las secciones anteriores en nuestro contexto.

Lema 4.6. La familia & (Q) es localmente acotada, de hecho, es acotada. Ade-
mds, es cerrada, y luego & (QQ) es compacto. Asi, existen funciones en h € & (Q)
que resuelven el problema extremal de la Proposicion 4.5.
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Demostracion. Dado que toda funcién de & (QQ) toma valores en E, esta familia
es evidentemente acotada. El teorema de Montel asegura entonces que & (Q)
tiene clausura compacta en &(Q). Por otro lado, el Teorema 2.15 y el Corola-
rio 2.14 prueban que la familia & (QQ) es cerrada. O

Tomemos ahora un Q-dominio Q' € E. Una funcién f € & (Q') se dice una ex-
pansion si para todo z € Q' distinto de 0, vale que |f(z)| > |z|. Construiremos
expansiones propias usando el siguiente lema.

Lema4.7. Seas:z€E— z’ € E y sea c € E. Entonces Y. = t20 80, es una
contraccion, esto es, cumple quey.(0) =0y que |y (2)| <|z| sizeEyz #0.

Demostracién. Como s no es un automorfismo de E, 1. en particular no es una
rotacion, asi podemos concluir lo que queremos por el Lema de Schwarz. O

Lema 4.8. Sea c € E tal que c? ¢ Q' y sea v € O(Q) la raiz cuadrada de la restric-
cion t2 | con v(0) = c. Entonces

= k=t.ov:Q — [ es una expansion.
= Yook =idg.
Demostracién. Como t.2 no se anula en Q y £,2(0) = ¢?, v existe y estd bien

definida, y como v(Q) € E, también lo estd x, que cumple que x(Q) S Ey x(0) =
0. Como f;o t; =idg y como so v = f2, tenemos que

YeoKk=I[2080[ 00V
=tp2080V
=1[201.
=idg

que prueba que « es inyectiva. Ademds, como ¥, es una contraccion, si z # 0
tenemos que

lz| = |y (x(2)| < |k (2)],

que prueba que x es una expansion. O
Podemos dar ahora la

Demostracién de la Proposicion 4.5. Ya probamos que existe una funcién f €
Z (Q) que maximiza a |ev,, |, es decir, que cumple que | f(w)| = |g(w)| para toda
otra g € Z(Q). Supongamos que f(Q) = Q' no es todo E. Como f es inyectiva,
Qy Q' son biholomorfos, asi Q' también es un Q-dominio. Como Q' # E, pode-
mos tomar c € E tal que ¢® ¢ ', y el Lema 4.8 prueba que existe una expansion
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inyectivax : Q' — E. Asi h =«xo f € F(Q), ycomo f(0) =0y f es inyectiva,
resulta que f(w) # 0. Todo esto implica que

[h(w)| = Ix(f(w)| > 1f(w)],

y contradice el hecho que f maximiza a |ev,,|. Deber ser el caso que f es sobre-
yectiva. O

Queda demostrado asi el Teorema 4.3. Podemos obtener ahora una extensién
del Teorema 5.2.8.

Teorema 4.9. Sea Q) una region en C. Las siguientes afirmaciones sobre Q) son
equivalentes:

(1) Q es homolégicamente simplemente conexa,

(2) Toda funcion holomorfa en Q) es integrable,

(3) La férmula de Cauchy 5.3 vale para toda f € C(Q) y todo lazo en Q,
(4) Elinterior de todo lazo en Q) estd contenido en (2,

(5) Toda unidad de G (Q)) admite un logaritmo holomorfo en Q,

(6) Toda unidad de ©(Q)) admite una raiz holomorfa en Q.

(7) Q=C o bienQ es biholomorfa al disco unidad.

(8) Q es simplemente conexa.

Unicidad

El siguiente teorema extiende el Teorema 4.3 para incluir un resultado de uni-
cidad. Recordemos que Q es una Q-regién que no es todo C.

Teorema 4.10. Paracada c € Q) existe una tinica funcién biholomorfa f : Q — E
tal que f(c)=0y f'(c) > 0.

Demostracién. Sea g otra funcién biholomorfa g : Q@ — E tal que g(c) =0y
g'(c) > 0, y consideremos la funcién biholomorfa h = fog™! : E — E. Como
h(0) =0, el Lema de Schwarz asegura que & es una rotacién por algtin A € 9E,
y en este caso h'(0) = f'(c)/g'(c) = A >0, asi A = 1y h es la identidad, esto es
=8

Basta entonces ver que existe una funcién biholomorfa f : Q — E tal que
f(©) =0y f'(c) > 0. Podemos asumir que ¢ = 0 € Q, y en ese caso ya sabe-
mos que existe una tal & al menos con h(0) = 0. Si A'(0) = |h'(0)]|e® enton-
ces f = e”"%h : O — E es biholomorfa y cumple que f(0) = 0 y que f'(0) =
e”"0n'(0) = |1 (0) > 0. O
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5. Series de funciones

Convergencia normal

La segunda nocién de convergencia que consideraremos involucra series de
funciones, y nos permitird, por un lado, probar que muchas series de funciones
holomorfas son ellas mismas holomorfas y, por otro, construir funciones holo-
morfas o funciones meromorfas usando funciones holomorfas y meromorfas
conocidas: es esta la razon principal por la que esta nociéon de convergencia
nos resulta importante. Llevaremos adelante esta tltima

Sea (f,,) nen Una sucesion de funciones en € (Q). Decimos que la serie ) f;, con-
verge normalmente en Q) si todo punto z de Q admite un entorno abierto U tal
que Y| fnlu < co. Por abuso de lenguaje, diremos que una sucesién converge
normalmente en 6 (Q2) cuando la serie asociada a ella converja normalmente
en €(Q).

Nuestra definicion de convergencia normal es local, pero un argumento direc-
to prueba que es equivalente ala condicién que ) | f,|x < oo para cada compac-
to K de Q:la palabra normal hace referencia aqui a la familia de seminormas en
Q definidas por la familia de compactos de €, y no al uso comtin de la palabra.

Por el teorema de Weierstrass, si una serie converge normalmente en €, con-
verge de forma localmente uniforme, asi el limite de una serie que converge
normalmente en Q es continuo y, como dijimos antes, si cada término de la
suma es una funcién holomorfa, también lo es la suma. Las estimaciones de
Cauchy en compactos prueban, por otro lado, que si Y f;, converge normal-
mente, lo mismo es cierto para ¥ f;,. Dejemos registro de esto en la siguiente
proposicion:

Proposicion 5.1. Toda serie de funciones en 0 (Q)) que converge normalmente en
Q define una funcién holomorfa en G (Q). Ademds, siy. f,, converge normalmen-
teen©(Q) a f, la serie Y. f;, que se obtiene derivando término a Y. f, converge
normalmente a f'.

La siguiente proposicién muestra que la convergencia normal es estable res-
pecto a las operaciones usuales que hacemos sobre series:

Proposicion 5.2. Sean (f,) nen ¥ (8n) nen Sucesiones en € (QQ) que convergen nor-
malmente en Q con sumas [ y g, respectivamente. Entonces

(1) la sucesion (f,, + gn) converge normalmenteenQ a f + g,

(2) si(hy)pen es una sucesion de funciones donde cada producto del conjunto
{118, (i, j) € N x N} aparece exactamente una vez, entonces converge nor-
malmente en Q al producto fg y,

(3) sio:N— N es una biyeccion, la sucesion (f;)) nen tal que f = fon) para
cada n € N converge normalmente en Q), y también converge a f .
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Una sucesion (f7) nen como en el tltimo item de la proposicién se dice un reor-
denamiento de (f;,) nen-

Demostracion. Ver el apéndice. O

Series de funciones meromorfas

Fijemos ahora una sucesion () ,en en 4 (Q2). Diremos que la serie }_ f;, con-
verge en ./ (Q)) si para cada compacto K < Q existe m = mg tal que si n > m
la funcién f, no tiene polos en K y la serie de funciones holomorfas }_ .-, fn
converge uniformemente en K.

Asi, la serie ) f,, converge en ./ (Q) si para cada compacto K de Q podemos
quitar finitos términos de ella forma que los restantes no tiene polos en K, y
la serie que forman —que consiste de funciones holomorfas en K— converge
uniformemente en K.

Diremos que la serie converge normalmente en ./ () si para cada compacto
K de Q se cumple la condicién anterior de dispersién de polos en K y la serie
restante converge normalmente en K. Esta claro, como antes, que si una serie
converge normalmente en .4 (Q2) entonces converge en .4 (Q2).

Proposicién 5.3. Supongamos que la serie}_ f, converge (normalmente) en 4 (<2).
Entonces existe una tinica f € # (Q) con la siguiente propiedad: para cada abier-

to U € Q con clausura compactaen Q existe Fe 0(U) ymeN talque f |y= fi lu
+-++ fm lu +F. En particular, Py € Upen Pf,. Mds atin, Py, 0 Py, = @ siempre
que m # n, entonces vale la igualdad.

Demostracién. Tomemos U < Q un abierto con clausura compacta. La condi-
ci6én de dispersion de polos asegura que existe un m € N tal que la serie F =
Y n>m fn converge (normalmente) en U, y dado que sus sumandos son holo-
morfos en U, lo mismo es cierto para F. Definimos fy € 4 (U) por fy = filu
+:+++ fin lu +F. Definimos ahora f € #(Q) tal que f |y= fu para cada abierto
con clausura compacta en Q: esto estd bien definido, pues si tomamos V otro
abierto relativamente compacto tal que U NV es no vacio, entonces el teorema
delaidentidad asegura que fynv = fu lunv= fv lunv. Estd claro que f asi cons-
truida cumple la condicion pedida, y ademads es holomorfa en Q~Ujyen Py, - La
dltima afirmacién de la proposicién se sigue inmediatamente de la expresiéon
de f enlos abiertos precompactos de Q. O

Como es costumbre, notamos por f =} f, ala funcién meromorfa de la pro-
posicion anterior. El siguiente resultado se deduce inmediatamente de las esti-
maciones de Cauchy en compactos.

Proposicién 5.4. Siuna serie}. f,, converge (normalmente) en 4 (Q2) y tiene su-
ma f, entonces la serie de derivadas Y. f;, converge (normalmente) en 4 (Q) y
tiene suma f.
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Demostracién. Sea U < Q) abierto y relativamente compacto y tomemos m € N
tal que }_ >, fn tiene sus sumandos en @ (U) y converge (normalmente) alli a
F € ©(U). Sabemos entonces que Y. -, f, converge (normalmente) en @ (U) y
tiene suma F'. Esto prueba que la serie Y f,’L converge (normalmente) en .4 (Q),
y que su suma g cumple que

glu=fllu++fplu+F =f"lu

para todo abierto U relativamente compacto de 2, donde m depende, natu-
ralmente, de U. Deducimos que g = f’ del teorema de la identidad. identidad.
Esto completa la demostracién de la proposicion. O

6. Las series de Eisenstein (Proximamente)

7. Ejercicios

Ejercicio 145. Pruebe que la familia de funciones {z € C— nz e C: n €N} no
es normal en ningln entorno del origen.

Ejercicio 146. Pruebe que las siguientes familias de funciones son localmente
acotadas, y luego normales. Determine cuales de ellas son cerradas.

(1) {feG(Q):1f|< M} donde M es una constante fija.

(2) {zeE—z"€E:neN;}

(3) {f"™ :neN}donde f:C — C es una funcién entera tal que la sucesién
(f"(0)) sen es acotada.

4) {feo®): If(") (0)/n!| < M VneNp} donde M es una constante fija.

n
Ejercicio 147.Para cada n e Nsea Pj(z) = Z zk/(k + 1)!. Demostrar que dado
k=0
R > 0 existe ng € N tal que para todo n = nj vale que P, no tiene ceros reales de

moédulo menor que R.

Ejercicio 148. La funcién Gamma.

(1) Sean s, t€Rtales que 0 < s < t < oo. Pruebe que la funcién
t
zel]-l]+»—>f(z;s,t)=f W le*dueC
N

es holomorfa, donde H. es el conjunto de los z € C con parte real positiva.

(2) Pruebe que la familia {f(z;s,7) € O(H4) : 0 < s < t < oo} es localmente
acotada.
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(3) Pruebe que la funcién I' : H, — C definida por I'(z) = f0+°° e 't* ldtes
holomorfa.

(4) Pruebe que para todo ze H, I'(2) = [ e t*"log(t)dt.

(5) Pruebe que I'(1) = 1 y que para todo z € H; vale que I'(z + 1) = z['(2), y
deduzca que paratodo ne N, T'(n+1) = nl.

Ejercicio 149. Sea K < Q un conjunto compacto y sea ( f;;) ,en Una sucesion en
0 (Q) que converge uniformemente sobre K a f € ©(Q) que es nunca nula.

(1) Existe N € N tal que para todo n € N la funcién f;, no se anulaen Ky

ademas fi — % uniformemente en K.
n

(2) Siademds g, — g uniformemente en K, pruebe que f,g, — fg unifor-
memente en K.

Ejercicio 150. Sea y una lazo simple en Q y f € €(Q) una funcién que no se
anula sobre v. Si (f,;) nen converge a f en @(L)), probar que existe ng € N tal que
paratodo n € N ,,, la cantidad de ceros de f;, en Int(y) es igual a la cantidad de
ceros de f en Int(y).

Ejercicio 151. Lema de Hurwitz. Sea (f;,) nen Una sucesion en € (Q2) que conver-
ge a una funcién f no idénticamente nula, y supongamos que existe ¢ € Q tal
que f(c) = 0. Pruebe que existe 79 € N'y una sucesion de puntos (¢z) nens,, €n
Q tales que lim,, ., ¢, = cy paracada n € N, es f,(c,) =0.

Ejercicio 152. Sea (f;),en una sucesion en €(Q) que converge a una funcién
f. Sipara cada n € N la funcién f;, es nunca nula entonces f es o bien idéntica-
mente nula o nunca nula.

Ejercicio 153. Una sucesion (f},) nen de funciones Q — C converge continua-
mente si para cada sucesioén convergente (z,) de Q, la sucesion (f};(z,)) nen cOn-
verge.

(1) Si (f)nen €s una sucesioén de funciones 2 — C que converge continua-
mente, entonces converge puntualmente y lo hace a una funcién conti-
nua sobre Q.

(2) Una sucesion de funciones 2 — C converge continuamente si y sola-
mente si converge de forma local uniforme a una funcién continua.
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Ejercicio 154. Pruebe que la sucesion con término general (1 + %)" converge a
exp en O(C).

Ejercicio 155. Pruebe que toda sucesién convergente en 0(Q) es localmente
acotada.

Ejercicio 156. Si (f,,) ,en converge a f en 0(Q), entonces la sucesion (exp fi,) nen
converge a exp f en O(Q).

Ejercicio 157. Sea & una familialocalmente acotada & (Q2). Entonces la familia
de derivadas &' es también localmente acotada.

Ejercicio 158. Pruebe que si la familia &' es localmente acotada y si & esta
acotada en al menos un punto, entonces & es localmente acotada.

Ejercicio 159. Para cada f € 0(Q), definimos Lo(f) = [q |fI?dxdy y la familia
defunciones & = {f e G(Q) : Lq(f) < M} donde M es una constante fija. Pruebe
que & es normal. Sugerencia:

= Pruebe que si B = Br(c) es un disco contenido en Q y si z € B entonces

1
nr2

2 r r2n i0 1 2
f@° = f f flc+re! )tdthz—sz dxdy
o Jo nr< JB
usando la férmula de Cauchy para f2.
= Deduzca que |f I% < M/nr?, yluego que & es localmente acotada

Sucesiones de funciones meromorfas
Ejercicio 160. Pruebe que la serie

@) 1Jr 2z
£1(z) = - _—
z Sy 2*-n?

converge normalmente en C ~ Z y define una funcién meromorfa en C con po-
los en los enteros, y que € (z) = mcotrz. Sugerencia:

(1) Pruebe que €7 y mcotn ambas cumplen la ecuacién funcional 2g(2z) = g(z) +
g(z+1/2) paratodo ze Ctal que 2z,z,z+1/2 ¢ Z.

(2) Pruebe que una funcién entera e impar g que cumple la ecuacién anterior y
g(0) = 0 es idénticamente nula usando el principio del maximo sobre B(0,2).
(3) Aplique lo anterior a €7 — 7 cotn para concluir.
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Ejercicio 161. Calcular las sumas Z n?y Z n~* usando los primeros térmi-
nz1 nzl
nos del desarrollo de Laurent de €; en torno al origen.

Nota: Si encuentra una férmula general para los coeficientes de tal desarrollo puede
encontrar el valor de }_ ;> n—2k para cada ke N.

Ejercicio 162. Pruebe que para cada k € N, la serie

1
er(z) =)

= (z+n)k

converge normalmente y define una funcién meromorfa en C cuyo conjunto
de polos es Z.

Ejercicio 163. Pruebe que
2
/4

£(2) = ——.
sin“mz

Sugerencia: pruebe que ambos miembros de la igualdad son funciones meromorfas en

C, periédicas de periodo 1, con polos de orden 2 en cada n € Z, en los que la parte prin-

cipal es (z—n) 2, asi la diferencia entre ambos miembros es una funcién entera. Pruebe

que esta funcién es acotada.
Ejercicio 164. Use el ejercicio anterior para probar que

3 COtmz
2

&(z)=m

. ’
SIN“ 7wz

y deduzca que €3 = €] €5. Las series € para k € N se llaman series de Eisenstein.
Sugerencia: calcule la derivada de la serie €.

Ejercicio 165.* Sean w y w’' nimeros complejos no nulos tal que S(w/w’) > 0,
y enumeremos los elementos del conjunto L(w, ') = {nw + mw' : m,n € Z} en
una serie (W) ken, donde wg =0. Sea C;, = C ~ L(w,w"). La serie

1 1 1
ot (2 2)

—w)2
i\ (E-w)* o
es una funcion @ de Weiertrass.

(1) Pruebe que esta serie converge normalmente en Cjy, asi en particular
nuestra definiciéon no depende del orden en que enumeramos los ele-
mentos de L(w, w').

(2) Calcule g’y pruebe que g'(z+w) = ' (z+ ') = 9'(z) para cada z € Cy.

(3) Pruebe que @ es una funcién par, y usando esto y el item anterior, que
pz+w)=p(z +o0) = ¢ (z) paracada zeCy.
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(4) Pruebe que g es meromorfa en Cy tiene polos de orden 2 en cada punto
de L(w, "), y que esos son sus tnicos polos.

Sugerencia: en el primer item, pruebe que o y »’ son R-linealmente independientes, y
que en tal caso existe £ > 0 tal que |aw + bw'| = €V a? + b? paratodo a,b e R.

Ejercicio 166. Sea f(z) una funcién meromorfa con polos simples en un con-
junto de puntos {z, : n € N} tal que

» 0<|zj|<|zjy1|paracadaieNN,

w limy,— o0 2, = 00.
y sea para cada n € N sea ¢, el residuo de f(z) en el polo z,.

(1) Probar que existe una sucesion (r,),en creciente de radios positivos tal
que lim r, = +ooy tal que f no tiene singularidades sobre 0B;,.
n—oo

(2) Silimy—co|27' f(2)|;5, — 0, pruebe que

f(2) = fO) + ch(z 1 +i).

neN ~Zn  Zn

1 w
Sugerencia: considere la sucesién de funciones f(z) = — f Jw
2ni JoB,, w(w—2)

su limite.

(3) Pruebe quesiY,-ql|z,|™? < colaserie del item anterior converge normal-
mente.

(4) De un ejemplo de una funcién conocida para la que puede llevarse ade-
lante esta construccién, y para la que se cumple la condicién de sumabi-
lidad del item anterior.



Capitulo 8

Teoremas de representaciony
de aproximacion

The awareness that there exist entire functions with “arbitrarily” prescribed ze-
ros revolutionized the thinking of function theorists. Suddenly one could “cons-
truct” holomorphic functions that were not even hinted at in the classical ar-
senal. Of course, this freedom does not contradict the solidarity of value beha-
vior of holomorphic functions required by the identity theorem: the “analytic ce-
ment” turns out to be pliable enough to globally bind locally prescribed data in
an analytic way.

Reinhold Remmert
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1. Productos infinitos

Sea (z,;) nen una sucesion en C. Queremos definir la nocién de convergencia del
producto infinito de esta sucesién. La primera patologia que encontramos es
que, si existe n € N tal que z,, = 0, entonces la sucesién de productos parciales
de (z,)nen €s eventualmente nula, y luego converge a 0. Por otro lado, puede
suceder que (z;) tenga producto nulo cuando ninguno de sus factores sea nulo,
por ejemplos si z,, = 1/2 para cada n € N.

Diremos entonces que el producto [],en 2, converge si existe ng tal que la su-
cesion (z,) u=n, consiste de términos no nulos y la sucesién de productos par-
ciales p;, = zy, --- z4-12, converge a un limite z, no nulo. En tal caso, diremos
que [z, es convergentey definimos el producto de (z;) nen POT 21 -+ Z539—12+-
La demostracién de la siguiente proposicion es facil y la omitimos.

Proposicion 1.1. Si[],en 2, converge entonces lim z, = 1. Ademds, si este pro-
n—oo
ducto es convergente, converge a cero si y solamente si algtin factor es cero.

La proposicién anterior dice que toda sucesion (z;) con producto convergente
puede escribirse en la forma z,, = 1+ w, donde w;, — 0y, mds adn, tal que existe
np € N de modo que |wy,| < 1/2 para todo n > ny.

Proposicién 1.2. Si(f,) convergea f en € (Q2) entonces (exp f;,) converge aexp f
en€(Q).

Demostracion. Vale que |expz — 1| < 2|z| si |z| < 1/2. Dado K < Q compacto,
tomemos ny € ntal que | f,, — flx < 1/2 si n > ny. Entonces para tales indices,

lexp f —exp fulk <2|exp flk|f = fulk.

Podemos ahora hacer n — oo y concluir. O

Tomemos ahora una sucesioén (f;) en €(Q). Decimos que el producto [] f,
converge en € (Q) si para cada compacto K < Q existe un indice m = my tal
que la sucesion de productos parciales f;,--- fu—1 fn converge uniformemente
en K a una funcién no nula. Asi para cada z € C el producto [] f;,(z) converge, y
tenemos definida una funcién f € €(Q), que notamos por [] f,. En particular,
esto implica que la sucesién (f;,) tiende a 1 en €(Q). Ademads, ya sabemos que

Proposicion 1.3. Si(f;,) es un sucesién en 0(Q) tal quel] f,, convergeen € (Q) a
una funcion limite f, entonces f € 0(Q).

El siguiente resultado, aunque en general inttil en la practica, relacionala con-
vergencia de productos infinitos con la de sumas.
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Proposicion 1.4. Sea (f,,) una sucesion en € (Q)) y K un compacto en Q). Supon-
gamos que existe ng € N tal que para n > ng la funcion f,, |x admite un logarit-
mo hy, de formaque h =%, h, converge uniformemente en K. Entonces[] f,
converge uniformementeen K a f = f--- fu, exp h.

Demostracion. Como exp hy = f, sobre K para n > np y como la serie ¥, ,, hn
converge uniformemente sobre K, la sucesion (f;) ,>n, tiene producto unifor-
memente convergente a exp h sobre K por la Proposiciéon 1.2. Como exp h # 0,
obtenemos lo que queriamos. O

Un producto [](1 + g) de términos en € (Q2) converge normalmente en € (Q2)
sila serie ) g, converge normalmente en € (Q).

Teorema 1.5. Si[],en frn es un producto en € (Q) que converge normalmente,
existe f € €(Q) tal que todo reordenamiento [1,en f) converge normalmente a
f. Sipara cada n e N la funcién f,, € O (Q), entonces f € C(Q).

Demostracion. Sea K < Q) compacto, y pongamos f, = 1+ g,. Existe un ng e N
tal que |g,lx < 1 para todo n > ng pues (g,) nen converge a0 en 0(Q). Si|z| <1
entonces |log(1 + z)| < 2|z|, y entonces

Y logfalk <2 ) Ignlk <oo
n>ny n>ny
asila sucesion (log fi,) n>n, converge normalmente en K. Por la Proposicién 1.4,
[T;:en fr converge en 6 (Q) a una funcién f'y, por la Proposicién 7.5.2, cualquier
reordenamiento (log f7) ,>n, converge normalmente en K al mismo limite que
(log fi) n>ne» asi todo reordenamiento [],cn f; converge normalmente a f por
lo que acabamos de demostrar. Finalmente, si cada f;, € G(Q), nuestra demos-
tracién prueba que f € 0(Q). O

El siguiente resultado es el anédlogo para productos de la Proposicién 7.5.3. En
seguida veremos como ambos resultados estdn relacionados a través de las de-
rivadas logaritmicas.

Proposicion 1.6. Sea (f;;) una sucesién de funciones no nulas en G (Q2) con pro-
ducto f normalmente convergente. Entonces [ € 0(Q) es no nula, vale que Zr =
Unen Zy, ¥, para cada z € Q, 05 (2) = Y. o5, (2).

Notemos que la dltima suma es finita en virtud de nuestra definicién de con-
vergencia.

Demostracién. Tomemos c € Q. Como [] f;,(c) converge, existe un ng € N tal
que f,(c) # 0sin > ng. Yasabemos, ademas, que F = [1,,5p,, fn € O(Q) y F(c) # 0.
Como f = fifo--- fu,F, resulta que o (f) = 0¢(f1) +---+0c(fn,). Esto prueba que
Zr =Unen Zf, y que f # 0, pues para cada n € N el conjunto Zy, es alo sumo
numerable, y luego lo es Zy. O
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Dada una funcién entera f, su derivada logaritmica f’/ f es una funcién mero-
morfa, y si g es otra funcion entera, la derivada logaritmicade fges f'/ f+g'/g.
Esto puede extenderse a productos infinitos de funciones holomorfas.

Proposicion 1.7. Sea f = [1,,en fr Una producto que converge normalmente en
O (Q). Entonces la serie de funciones meromorfas Y. pen fn! fi, converge normal-
mente en A (Q) y representa la derivada logaritmica '/ f.

Necesitaremos el siguiente lema.
Lema 1.8. La sucesion fn =IIm=n fm convergeal en G (Q).

Demostracién. Podemos tomar k € N tal que fi es no nula. En tal caso su con-
junto Z de ceros es discreto en Q, y los productos parc1ales Pn =[x fnnose
anulan en Q~ Z. Ademés f,, = fk P,y p,! convergea fk alli. Luego fn conver-
gealenQ~ Z, ydehecho lo hace en todo Q por el corolario al Teorema 4.2.8,
como queriamos ver. O

Demostracion de la Proposicion 1.7. Con la misma notacién del lema, para ca-
da n € N podemos escribir f = f1 forfu- 1fn, asi para cada n € N tenemos la
igualdad f'/f =X fl1 fi + £/ f,. Por el lema, (f,,) .en converge a 1 en G/(Q),
asila sucesion de sus derivadas converge a 0 en G(Q2). Pero entonces para cada
disco compacto B en Q) podemos tomar m € N de modo que f;, no se anula en
B paratodo n = m, ytal que (f,’/fn)n;m converge a 0 en O (B). Esto prueba que
Y nen ful f;, converge a '/ f en € (Q)). Veamos que lo hace normalmente.

Como (f,) nen convergea 1 en @ (Q2), dado K un compacto de Q podemos tomar
m e N tal que minzex | f,(2)| = 1/2 paratodo n = m,yental caso Z(f,)NK =2
para todo n = m. Por las estimaciones de Cauchy sobre compactos, resulta
que existe un entorno compacto L 2 K y una constante absoluta M tal que
Ifilx < Mlf, — 11, para todo n € N. Luego |f;,/ fulk < 2M|f, — 1| para todo
n=m,y esto prueba que Y. .-, | fi/ fnlx converge. Esto prueba que Y e fu! f7
converge normalmente a f'/ f, como queriamos probar. O

2. El teorema de Weierstrass

Divisores y el problema de Weierstrass

Fijemos una regién Q en C. Dada una funcién holomorfa f : QO — C no nula,
podemos considerar una funcién (f) : Q@ — N tal que z — 0,(f). Es natural
preguntarse si toda funcioén 0 : Q — N puede obtenerse de esta manera. Mds
generalmente, dada una funcién meromorfa no nula f : Q — C la misma re-
ceta define una funcién (f) : Q@ — Z tal que z — 0,(f), que tiene soporte en
Z¢UPy. Unafuncion que se obtiene de esta manera se llama un divisor princi-
pal sobre Q, y una funcion Q — Z con soporte un subconjunto discreto de Q
se dice un divisor sobre Q). Es natural que consideremos el siguiente
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Problema 3. ;Es todo divisor un divisor princial?

Notemos por Div(Q) al conjunto de divisores sobre Q. Dados divisores 0¢ y 91,
tenemos definida una funcién suma 0¢+0; de modo que z— 0((z)+0;(z) para
cada z € Q. Esta operacién hace del conjunto Div(Q) un grupo abeliano, esto es,
un grupo cuya operacioén binaria es conmutativa. Un divisor se dice positivo
si toma valores en Ny, y todo divisor 0 puede escribirse como una diferencia
04 —0_ donde 0, y 0_ son divisores positivos.

Notemos que si podemos resolver el problema propuesto para el caso de los
divisores positivos, queda probado el teorema en general: dado un divisor 0,
escribimos 9 =9, —0_. Si f y g son holomorfas con (f) =0, y (g) =0_, enton-
ces f/g es meromofa no nulay (f/g) = 04+ —0_. Podemos asi reducir nuestro
problema original al nuevo

Problema 4. ;Es todo divisor positivo un divisor princial?

Tomemos un divisor positivo ? en Q. El soporte de d es el conjunto sop(d) =
{z € Q:0(2) # 0}. Si este conjunto es finito, ciertamente podemos encontrar
una funcién racional f € Q tal que (f) = 9, asi consideraremos de ahora en
mas divisores son soporte infinito. En tal cado, podemos disponer al conjun-
to sop(?) ~ {0} en una sucesion (d,) ey de forma que d,, aparezca 0(d,) ve-
ces. Llamamos a (d;;) ,ey Una sucesion correspondiente a 9. Un producto f =
z2°OT],en fr donde f,, € G(Q) para cada n € N se dice un producto de Weiers-
trass para? si

(1) Paracada n €N, la funcién f;, se anula s6lo en d,,, y 1o hace alli a primer
ordeny,

(2) El producto converge normalmente en &' (Q).

En tal caso f € 0(Q) y (f) =0, asi basta que probemos que existen tales pro-
ductos.

Los factores elementales y el caso que Q =C

Veamos ahora como resolver nuestro problema en el caso que Q = C. Fijemos
de ahora en adelante un divisor positivo 0 : C — Ny y una sucesion (d) nen
para?d.

Lo primero que podriamos intentar construir un producto de Weierstrass para
ocon fu(z) =1- d—zn para cada n € N. Sin embargo, este producto no necesaria-
mente converge normalmente: sabemos que esto depende de la sumabilidad
de la serie Y |d,|™! que ciertamente puede fallar. Podemos, sin embargo, in-
tentar incorporar términos de la forma exp ¢, a cada f;;, que no modifican las
raices, para lograr la convergencia. Veamos como hacer esto.
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Sea Ey(z) =1—zy, paracadaneN, sea

2 zn

En(2)=(1-2z)exp A
2 n

Llamamos a estas funciones enteras los factores elementales de Weierstrass.
Proposicion 2.1. ParacadaneNy es|E,(z) —1| < |z|™* silz] < 1.
Demostracion. El caso que n = 0 es trivial, asi que tomemos n € N. Es inme-
diato que Ej,(z) = —z" exp(z + -+ 2" /n). Si tomamos ahora t € [0,00) y |z| < 1,

resulta de | exp z| < exp|z| que IE;l(tz)I < —IZI”E;L(t). Pero entonces

|En(2) — 11 = |En(2) — En(0)]

1
zf E;,(tz)dt'
0

1
< —|z|"“f E,(dt
0

=~z (E, (1) - En(0))
- |Z|Vl+l’

que es lo que queriamos probar. O

Podemos dar otra demostracién de la Proposicién 2.1. Dado n € N, escribamos
el desarrollo de Taylor de Ej, en torno al origen: digamos que

Ep(2)=)_ arz*.
k>0

Como E/,(z) = —z"exp(z +--- + 2" /n) tiene todos sus coeficientes de Taylor ne-
gativos y un cero de orden n en el origen, resulta que a; =0si ke {1,...,n}y
que ax <0si k> n.Ademads, ap=1,y0=E, (1) =14} - ai. Todo esto implica
quesi|z| <1,
|En(2) =11 < ~l2I"" 3 ap =121""",
n>k

como queriamos probar. Sea ahora 0 un divisor positivo en C no nulo y sea
(dn) nen una sucesién para 0. Podemos asumir, desde luego, que el soporte de 0
es no es finito.

Proposicién 2.2. Si (k) es una sucesion en N tal que Y |t/ dy|Fnt! < 0o para
todo t > 0, entonces z2° O [1,en Ex, (2/dy) es un producto de Weierstrass para 0.
La condicion de sumabilidad vale, en particular, sik, =n—1 paraneN.
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Demostracion. Dado t > 0, como (dj;) es una sucesion discreta en C, tenemos
que lim d, = ooy podemos tomar n; € N tal que |d,| = t si n > n;. Por la Pro-
n—oo

posicién 2.1, tenemos que

Y 1Bk, (zldn) g,y < Y. 1tldy)*"* <00

n>n; n>ng
paracada ¢ > 0, que prueba que z° 9 []E k, (z/ dy,) converge normalmente sobre
C. Dado que Ey, (z/d;) se anula s6lo en dj, y lo hace alli con orden 1, este pro-
ducto es un producto de Weierstrass para 9, como queriamos probar. Para ver
que la eleccion de k, = n— 1 funciona, tomemos dado ¢ > 0 un N € N tal que
|dy| > 2t si n > N. Entonces Z,D]\,Ilf/dnlk'“rl queda dominada por Y, n27",
que es finita, y da lo que queremos. O

Podemos dar ahora una respuesta afirmativa al Problema 4 y luego, a su vez, al

Problema 3, al menos en el caso de C. La prueba que el método de Weierstrass
funciona en regiones arbitrarias es mas compleja, y el lector puede consultar el
Capitulo 4 de [Rema]. Consideraremos, sin embargo, el caso en que Q = E mds
adelante. Como deciamos, queda demostrado que

Teorema 2.3. Todo divisor en C es principal.
Veamos que consecuencias tiene este resultado.

Teorema 2.4 (de factorizacion de Weierstrass). Toda funcién f € ©(C) se escribe
en la forma f = e8 h donde g es enteray h es un producto de Weierstrass para (f).

Demostracién. Sea h un producto de Weierstrass para (f). La funcién H= f/h
es entera y nunca nula. Como C es convexo, existe g entera tal que H = e,y
luego f = e8 h, como dijimos. O

El siguiente resultado implica que .# (C) es el cuerpo de fracciones del dominio
integro G (C).

Teorema 2.5. Toda funcion meromorfa en C es el cociente de funciones enteras
sin raices comunes.

Demostracion. Sea f € #(C) y sea d = (f). Como dijimos, podemos escribir
0=0,—0_ donde d, y 0_ son divisores positivos —el primero tiene soporte en
las raices de f y en los polos de f. Si h es holomorfa y cumple que (h) =0_,
entonces g = hf es entera. Asi f = g/h donde Zg = Zf y Z, = P son disjuntos.

O

Dada una funcioén entera f y n € N, la funcién f” tiene todas sus raices con
multiplicidad 7, y la funcién meromorfa f'/f tiene todos sus polos simples,
con residuo entero. Podemos probar, usando el teorema de Weierstrass, que
estas dos formas son las mds generales que toman las funciones con esta pro-
piedad:
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Ejercicio 2.1. Una funcién entera tiene todas sus raices de multiplicidad 7 si,
y solamente si, es la potencia n-ésima de una funcién entera, y una funcién
meromorfa tiene todos sus polos simples y con residuos enteros si, y solamente
si, es la derivada logaritmica de una funcién entera.

Productos candénicos

El teorema de Weierstrass prueba que dado un divisor positivo 0 podemos en-
contrar una producto de Weierstrass para 0 eligiendo alguna sucesién (k) pen
de niimeros naturales de forma apropiada para forzar la convergencia de las
sumas infinitas ) Ir/d,,lk'“rl donde (dj) nen €s una sucesion para 0. Es natural
preguntarse cual es la mejor eleccién posible de la sucesion (kj) zen ¥, €n par-
ticular si podemos tomar tal sucesién constante. Continuamos trabajando con
un divisor positivo 0.

Proposicién 2.6. Sea k € N y, para cada n € N sea p,, un polinomio de grado a

lo sumo k. Si el producto f(z) = [Ipen|1— d_z,, exp pn(z) converge normalmente

|k+l

enC entonces Y ,en|1/dy < oo0.

Demostracién. La derivada logaritmica f'/f = ¥ ,en ((z— dy) ™! + p),(2)) con-
verge normalmente en C. Sila derivamos k veces, obtenemos que la serie

DY (z—dp) !

neN

converge normalmente en C y, en particular, converge absolutamente en 0 €
C. O

El siguiente resultado se deduce de la proposicion anterior yla Proposiciéon 7.1.3.

Corolario 2.7. Sea k € N. El producto z°© ],en Ex(z/dy) es un producto de
Weierstrass para 0 siy solamente si ) ,en |1/d,,|k+1 < oo

Diremos que z°© [],,en Ex(2/ dy) es un producto de Weierstrass canénico para

0 silasuma ),y |1/dn|k+1 es finita pero ) ,en |1/dn|k, es infinita, es decir, si
la eleccién de k es minima. Es importante notar que en general la eleccion de
sucesion (kp)en que fuerza la convergencia del producto de Weierstrass pa-
ra 0 depende de la sucesion (d;) que elejimos para ?. Sin embargo, en el caso
que existan productos canénicos, la eleccion de sucesion es inmaterial. No es
cierto que todo divisor admita productos canénicos: para ver esto, es suficiente
con encontrar una sucesion (r,;) € R de forma que ninguna serie }_r, k resulte
convergente, y eso puede lograrse tomando, por ejemplo, r, = logn. Notemos
que estas raices se corresponden con la funcién exp(2ziexp z) — 1, que crece
extremadamente rapido.
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Diremos que una funcién entera f : C — C tiene orden estricto a lo sumo p si

limsup r?log M(r) < co.
r—oo
En otras palabras, f tiene orden estricto a lo sumo p silogM(r) < KrP para r
suficientemente grande, donde K es una constante absoluta. El orden estricto
de f es el infimo del conjunto {z: f tiene orden estricto < ¢}. Notemos que si
neNysi p esun polinomio de grado n entonces exp p tiene orden estricto n,
y que cualquier polinomio tiene orden estricto 0. Los productos de Weierstrass
candnicos se corresponden con las funciones enteras de orden finito. La de-
mostracion del teorema siguiente puede encontrarse en el libro de Lang[Lan].

Teorema 2.8. Sea k € N. Una funcién entera admite una factorizacion de Weiers-
trass de la forma z°© [],,en Ex(2/ dy) siy solamente si tiene orden estricto a lo
sumo k.

3. Funciones elipticas

La funcion o de Weierstrass.

Sean w y o’ nimeros complejos R-linealmente independientes, y considere-
mos el conjunto L(w,w’) = {nw + mw' : n,m € Z}. Decimos que L(w,®’) es un
reticulado en C. Este conjunto es evidentemente discreto en C y define un divi-
sor positivo 9 : C — Z tal que 9(z) = 1 si z € L(w, w") y tal que 0(z) = 0 si no. Por
comodidad notaremos por L a L(w, ") y por L* a L~0. Afirmamos que

Proposicion 3.1. La funcién enterao :C — C

o=z [] E (5)

weLx*
es el producto canénico de Weierstrass para el divisor 0.

Antes de dar la prueba, consideremos con un poco mds de cuidado a los reti-
culados dentro de C. Digamos que un subconjunto M < C es un reticulado si
es discreto y cerrado para la suma. Notemos que {0} siempre es un reticulado,
y que si w € C es no nulo, entonces Zw = {nw : n € Z} es también un reticulado.
Ya observamos que Zw + Zw' = {nw + mw' : n, m € Z} es también un reticulado.
Veamos que estos son todos.

Lema 3.2. Todo reticulado en C es o bien el reticulado trivial {0} o bien de la
forma Zw donde w # 0, o bien de la forma Zw + Zw' donde w,w’ # 0 y el cociente
w/w' noesreal.

Diremos que un reticulado de la forma Zw + Zw' tiene rango 2.
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Demostracion. Sea M un reticulado en C. Podemos asumir que M no es el re-
ticulado trivial. Dado que M es discreto, existe r > 0 tal que B(0,r) N M ~0 es
finito, y podemos elegir w € M no nulo con médulo minimo —es importante
notar que w puede no ser Unico. Podria ser el caso que M = Zw. De lo contrario,
existe w’ € M~ Zw, que es en particular no nulo. Afirmamos que A = w'/w no es
real. De lo contrario, como A no es entero, existriane Ztalque n <A <n+1,
que nos da que 0 < |nw — '| < |w|, contra nuestra eleccion de w. Asi w y ' son
R-linealmente independientes, y todo z € C se escribe de forma tinica como
una combinacién lineal Aw + A'w’ donde A, 1’ € R.

Veamos, finalmente, que M = Zw + Zw', para lo que basta probar que M <
Zw+Zw'.Dado z € M existen Gnicos nimeros reales Ay A’ tal que z = Aw+ 1A'/,
y basta ver que estos coeficientes son enteros. Existen m y n enteros tal que
A= nl,IAV —m| < 1/2, y si formamos z' = z - nw — mw' tenemos que |z'| <
%lwl + %lw’ | < |wl|, donde la primera desigualdad ese estricta pues w y o' son
R-linealmente independientes. La minimalidad de |w| implica que z’ = 0y lue-
go que Ay A’ son, de hecho, enteros. Esto completa la demostracion. O

Continuamos ahora con el reticulado L = L(w, ') donde w y ' son ntmeros
complejos R-linealmente independientes. Llamamos al par ordenado (w, ")
una base de L, y nos preguntamos cual es la relacién entre distintas bases de
L. Podemos asumir que 7 = S(w/w’) > 0 — si tal nimero fuera negativo consi-
derariamos la base (o', w). Si (p, p’) es otra base de L, es decir, si es el caso que
0y p’ son R-linealmente independientes y que L = Zp + Zp’, podemos escribir

0=aw+ aw w=b1p+bp

r_ /N ot o
P =aw+a,w w=Dbip+byp

donde todos los coeficientes son enteros. La unicidad dice que las matrices en-
ay a by b; . . .
teras A = ( a, a;) yB= ( b b?) son inversibles y una es la inversa de la otra. Esto
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dice que Ay B tienen ambas determinante 1 o ambas determinante —1. En
particular, cambiando (p, p’) por (o', p) si es necesario, podemos asumir que
ambas tienen determinante 1 y pertenecen al grupo de matrices enteras uni-
modulares

SL(2,7) ={AeMat(2,Z):det A=1}.

Ellector puede verificar que las transformaciones de Mobius representadas por
este conjunto fijan la recta real y el semiplano positivo de los z € C con $z > 0.
El grupo de tales transformaciones se llama el grupo modular, y estabiliza a
todos los reticulados de rango 2 en C.

Notemos por U al conjunto {(w,w’) € C2:S(w/w') >0} El siguiente resultado es
todo lo que necesitamos para probar la Proposicién 3.1, y nos da un resultado
mucho mds fuerte que el que necesitamos: el producto canénico o converge
normalmente en las tres variables z,w y o'.
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Lema 3.3. Sea K < U compacto y sea A > 2. Existe una constante M > 0 que
depende de K tal que ¥ e+ (w,0) |w|~* < M para todo (v,w") € K. Sin embargo,
cualquier serie . ;e 1.« (w,0") |lw|~2 con (w,w") € K diverge.

Demostracién. Consideremos la funcién continua F: C* x U — R tal que (x +
iy,w,0") — |xw+ yw'|/\/x* + y?. Notemos que F(Az,w,0") = F(z,w,0') si 1 €
R, asi F(C* x U) = F(S! x U). Por continuidad dado un compacto K, F(S'xK)c
[m.,m*] donde m, > 0, pues F es nunca nula. Podemos entonces reducir la
convergencia de las sumas Y ;e 1+ (0,0 lw|~* ala de las sumas Yozmnez(m? +
n?)~M2 En tal caso, basta que notemos, por un lado, que m?+n? > mnsim, n >
0y luego la afirmacion se deduce de esta estimacion, de la igualdad

Z (m2+n2)—/1/2 -4 Z (m2+n2)—/l/2+4 Z m—A

0#m,neZ 0O<m,neZ meN

y la convergencia de las series Y ,,en m=A YV X meN m~A2, Para ver que la serie
diverge si A = 2, notemos que

Y m*+n®)7'z Y nf=co

m,n>0 m,n>0

De todo esto se deduce, en particular, la Proposicién 3.1. O

Las funciones { y  de Weierstrass.

Dado que el producto infinito o converge normalmente en C, podemos consi-
derar su derivada logaritmica {, que tiene una representacién en serie

{(2)= —+Z( l+i)

g \z—w  w w?

y define una funcién meromorfa en C x U con polos simples en cada punto de
L. Llamamos a esta funcion la funciéon { de Eisenstein-Weierstrass. Tomando
su derivada usual obtenemos la funcion o de Weierstrass

1

T2
weL* LU

que es meromorfa y tiene polos dobles en cada punto de L*, y en ningtin otro
punto. La funcién g pertenece a una clase muy importante de funciones mero-
mofas, conocidas como funciones elipticas. Una funcién meromorfa f :C — C
tiene a w € C como periodo si f(z+ w) = f(z) para todo z € C. Esta claro que el
conjunto de periodos de una funcion meromofa f no constante es un reticu-
lado Ly en C. En el caso que Ly sea de rango 2, diremos que f es una funcién
eliptica. Ya vimos que toda funcién eliptica que es entera debe ser constante,
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asi pues asumimos que f tiene al menos un polo —naturalmente, el hecho que
f admite periodos implica que f tiene infinitos polos.

Como L tiene rango 2, existen w,w’ € C no nulos con (w/w') > 0 tal que
Ly = L(w, w"). Dado A € C, notemos por P, al paralelogramo obtenido al trasla-
dar el paralelogramo con lados w y o' por A, y lo llamamos un paralelogramo
fundamental, los valores de f estdn completamente determinados por los va-
lores que toma en alguno de estos paralelogramos. Estd claro que podemos to-
mar A € C de forma que f no tenga ningtin polo sobre P;. Existen finitos polos
dentro de P, y este nimero no depende de A.

Teorema 3.4. Sea P un paralelogramo fundamental y supongamos que f no
tiene polos en el borde de P. Entonces

)" Res(f,w)=0.

weP

El orden de f es el ntimero de sus polos y raices contadas con multiplicidad.
Del teorema anterior deducimos que toda funcién eliptica no constante tiene
orden por lo menos 2.

Demostracion. Sabemos que Y. ,ep Res(f, w) = ﬁ J3p f dz.Porotrolado, lain-
tegral es nula, ya que las integrales sobre lados opuestos de P se cancelan en

virtud de la periodicidad de f. O

Podemos también relacionar las raices y los polos de una funcién eliptica usan-
do nuevamente el Teorema de los Residuos.

Teorema 3.5. Sea P un paralelogramo fundamental y supongamos que f no
tiene polos ni raices en el borde de P. Si © es el conjunto de polos y raices en P,
entonces

Z of(z) =0y Z of(z)z eL.

z€® z€®
Demostracion. La derivada f’ también es eliptica, y luego lo es f'/ f. Podemos
usar ahora el teorema anterior para concluir que la integral de f/ f sobre dP es
nula. Esto prueba que Z¢(0P) = P¢(dP), como dijimos. Para probar la segunda
parte, recordemos que

]' !
Z op(2)z= %Lpzf (2)! f(z)dz,

z€O

y basta ver que esta integral estd en L. Para esto, notemos que las integrales
sobre los lados opuestos son

f@ “ o Tf@

Ao’ / AMo+o’ / I pAte’ Fl
L[ zf(z)d 1 zf(z)d o f(z)d
A

_e z,
2mi 27i J) f(2)
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1 (Mo zf(2) 1 o' 2f'z) o (M fl()

"%L f@ o f@ T Tl f@

Para terminar, observamos que las dos ultimas integrales son enteros: la pri-
mera es el nimero de giros del lazo t € [0,1] — f(A + tw) en torno al origen,
y la segunda es el namero de giros del lazo ¢ € [0,1] — f(A + tw’) en torno al
origen. O

Probemos ahora, como afirmamos, que $ es una funcién eliptica. Notemos
que g es una funcién par, y que su derivada es

"(z)=-2 :
P a e
Es evidente que ¢’ es eliptica y que L(w, ") es su reticulado de periodos. Ade-
mas ¢’ es impar y, dado que es w-periddica, existe una constante ¢ tal que
©(z+w)—p(z) = c. Como p es par, si elejimos z = —w/2 obtenemos que ¢ = 0.
Anélogamente, o’ es un periodo de g, y luego g tiene a L = L(w, »’) como su re-
ticulado de periodos: cualquier otro periodo fuera de L introduciria polos fuera
de L, y estos son todos los polos de ¢, como queda claro de su expresién como
serie.
A cadareticulado L de rango 2 podemos asociarle un cuerpo, el cuerpo de fun-
ciones elipticas con conjunto de periodos L, que notamos por .4 . Por otro la-
do, el conjunto C(g, ") de todas las funciones racionales en @ y g’ es también
un cuerpo de funciones elipticas. Veamos que coincide con ..

Teorema 3.6. Toda funcién eliptica con reticulado de periodos igual a L es una
funcion racionaldep y¢'.

Demostracion. Sea f € #1.Dado que podemos escribria f como una suma de
una funcién eliptica par y una impar, y dado que si g € .4} es impar entonces
©'g es par, es suficiente que consideremos el caso que f es par. La idea serd
ver que podemos encontrar una funcién racional g = R(p,®’) que tenga las
mismas raices y los mismos polos que f dentro de un rectangulo fundamental
que contiene al origen, y luego usar el teorema de Liouville para concluir que
[=AR(p,p).

Si f es par y tiene un cero o un polo en algin u € C, entonces f tiene un cero
o un polo, respectivamente, del mismo orden, en —u. Afirmamos ahora que si
2u € L, entonces f necesariamente tiene un cero o un polo de orden par en u.
Como f’ es impar si f es par, obtenemos que f' (1) = — f'(—u) = — f'(u) y luego
que f'(u) = 0. Asi f tiene un cero de orden al menos 2 en u. Ademds de que
2u € L, distinguimos dos casos. Si u ¢ L entonces el argumento anterior prueba
que g = —p(u) tiene un cero de orden al menos dos, y de hecho exactamente
dos pues g tiene exactamente un polo de orden dos en cada paralelogramo
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fundamental. El cociente f/g es holomorfo en u, eliptico y otra vez par. Sino se
anula en u,entonces f tiene unaraiz de orden 2 en u. De lo contrario, podemos
continuar el argumento. En el caso que u € L, la funcién g = 1/¢ tiene un cero
de orden 2 en u, y podemos hacer el mismo argumento. Si f tiene un polo,
consideramos 1/ f y usamos el argumento anterior.

Lo anterior prueba que si w ¢ L entonces la funcién g, (z) = ¢ — p (w) tiene un
cero de orden 2 en w siy solamente si2w € Lytiene cerosdeordenlen wy —w
si2w ¢ L. Tomamos ahora un conjunto uy, ..., 4, de raicesy polos en un parale-
logramo fundamental P que contiene al origen y contiene un representante de
cada clase (u,—u) en L. Definimos ahora m; = oy (u;) si2u; ¢ Ly m; = %of(ui)
si 2u; € L. Para todo z ¢ L, la funcién g = ;' -y, tiene el mismo orden en
z que f. Dado que la suma de los 6rdenes en los puntos de P de f y g suman
0, deducimos que [y g tienen también el mismo 6rden en el origen, y luego en
cada punto de L. Esto implica, como queriamos, que f/g es eliptica y no tiene
polos ni raices, y luego es constante. O

La ecuacion diferencial y la funcién modular (Pré6ximamente)

4. FElteorema de Mittag-Leffler (Prox.)
5. Productos de Blaschke (Proéx.)

6. Teoria de Runge

Sabemos que toda funcién holomorfa sobre un disco B es el limite en & (B) de
una sucesién polinomios. Sabemos también que toda funcién holomorfa sobre
un anillo A es el limite en & (A) de una sucesion de funciones racionales: este es
el teorema de representacion de Laurent. Esto indica, al menos informalmente,
que la presencia de un “agujero” en A fuerza que introduzcamos términos que
no son polinomios —aunque si, después de todo, funciones racionales con po-
los en este agujero— para aproximar funciones holomorfas, y que esto a veces
es necesario: la funcién holomorfa z— z~! en C* no es el limite de polinomios
sobre C, pues tiene integral nula sobre el circulo unidad, y cualquier polinomio
tiene integral cero sobre cualquier lazo en C.

El objetivo de esta seccion es probar que este fendémeno es completamente ge-
neral: un agujero de un conjunto Q < C es una componente acotada del com-
plemento C ~ Q. Dado un compacto K < C, veremos que si P es un conjunto de
puntos, uno en cada agujero de C ~ K, toda funcién holomorfa (en un entorno
abierto de) K puede aproximarse por funciones racionales con polos en P. En
particular, veremos que si K no tiene agujeros, toda funcion holomorfa sobre
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K es el limite en @ (K) de polinomios. Usando esto, probaremos el teorema de
aproximacion de Runge.

La férmula de Cauchy para compactos.

Sea Q una regién en C. Un ciclo en Q) es una suma formal I' = nyy; +--- + 1,y
donde y; esun lazo en Q y n; es un entero paracada i €{1,...,r}. Latrazade T’
es la unién de las trazas de sus términos, y el indice de I" respecto a un punto
fuera de su traza es la suma de los indices de sus términos respecto a este punto,
es decir, para cada z ¢ I', ponemos Ind(T’, z) = Ind(y1, 2) + - - - Ind(y,, 2).

Lema 6.1. Sea K < Q compacto no vacio. Para cada c € Q~ K existen ciclosT'; y
I'y en O~ K que no pasan por c tal que

» Iy gira una vez en torno a K U {c} y cero veces en tornoaC~Q y,
» I, gira una vez en torno a K y cero veces en torno a (C~ Q) U {c}.

Decimos que los ciclosT'; yI'» separan a c deQ) y K. La demostracion sigue la
del Lema 3.4.5 en el libro de Robert Ash[Ash].

Demostracién. Consideremos una teselaciéon de C por hexdgonos de lado sufi-
cientemente pequeiio tal que

(1) cestd contenido en el interior de un haxdgono h, € Q~ Ky,
(2) todo h hexdgono que corta K estd enteramente contenido en Q.

Notemos por # a la familia finita de hexdgonos que cortan a K, y sea .¥ el
conjunto de lados de hexdgonos de # que pertenecen a exactamente un ele-
mento de ese conjunto. Afirmamos que podemos disponer a tales lados en una
cadenaI', como en el enunciado. Orientamos a los bordes de los hexdgonos de
nuestra teselaciéon de forma anti-horaria. Si s € . es un segmento, veamos que
existe un tnico segmento s* € % tal que s* comienza donde s termina. Dado
que s € &, s pertenece a un unico hexdgono & que corta a K. En particular, el
hexdgono &, que corta a i en s no corta a K. Si el sucesor de s en & corta a K
entonces no estd en ., y en tal caso s* es el predecesor de s en h;. Si, por otro
lado, el sucesor de s en h no corta a K entonces este segmento es s™.

Usando lo anterior, podemos elegir un s € .% y considerar la sucesiéon sy = s,
Sit+1 = s;r para i € Ny. Dado que . es finito, existe un primer n € N tal que
Sp+1 = S, y obtenemos un lazo poligonal y; = sps;1 - - - 5, So. Repitiendo esto sobre
el conjunto & ~ {sy, s1,...,Sn}, obtenemos otro lazo poligonal y,, y eventual-
mente usando todos los segmentos en . y obteniendo uncicloI's =y +---+7y;.
Como Q es conexo, podemos ahora modificar I'» usando un hexdgono a la vez
hasta obtener un ciclo I'y que contenga a ¢ en su interior, siguiendo algtn ca-
mino poligonal simple de algtin punto en I'; hasta c, y luego cubriéndolo con
hexagonos. Veamos que I'; y I';, tienen las propiedades deseadas.
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SiT = h; +---+ h; es el ciclo obtenido al sumar todos los hexdgonos de ./, en-
tonces Ind(T, z) = Ind(I';, z) = 1 para todo z que es interior a algtin h € /7, pues
la contribucion de los lados comunes a dos hexdgonos es nula. Un argumento
de continuidad prueba que esto también es cierto si z estd sobre algtin lado co-
mun, pues podemos omitir el lado comtin de I" y aproximarnos a z por puntos
internos. Deducimos, en particular, que I'; gira una vez en torno a K. Andloga-
mente, si z ¢ Q entonces Ind(T', z) = Ind(I'}, z) = 0 y luego I'; no gira en torno a
Cc~Q.

El argumento para I'; es andlogo: I'; se obtiene se I'y sumdandole un lazo poli-
gonal contrictil en Q que gira una vez en torno a ¢, y no modifica el indice de
I' entorno a Ky en tornoa C~ €. O

El ciclo T'; hace las veces del borde de un disco que encierra a K, y nos da
una férmula de Cauchy sobre conjuntos compactos. SiT" = }_ n;y; es un ciclo
sobre Q y si f € G(Q), definimos la integral de f sobre I' extendiendo nuestra
definicion usual de la forma evidente:

frfdz:Znij;ifdz.

Teorema 6.2. Si f es holomorfa en ©(Q)), entonces para cada z € K

f©
omi rné—z

f(2) =

dg.

Demostracion. Es suficiente que imitemos el argumento que hicimos para pro-
bar que I'; gira una vez en torno a K, esta vez usando la férmula de Cauchy en
los hexdgonos de nuestra teselacién. Invitamos al lector a dar los detalles de la
demostracion. O

Aproximacion e intercambio de polos

La siguiente serie de lemas dan las herramientas necesarias para probar los
resultados prometidos al principio de esta seccién. En todo lo que sigue K es
un compacto no vacio en Cy Q 2 K es una region.

Lema6.3. Sea o un segmento recto disjunto de K y sea h: |o| — C continua. La
funcién

fizeC~ Ialﬁf@df C

puede aproximarse uniformemente sobre K por funciones racionales con polos
simples sobreo.
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Demostracién. Lafuncién g: (¢,z) € |lo| x K— h(&)(& - z)"! € C es uniforme-
mente continua, asi dado € > 0 podemos subdividir o en segmentos o1,...,0;
de forma quesié, &' eo;ysizeK, |g(é,z)— g, z)| <e Paracadaie€(l,..., 1}
tomemos puntos w; € o; y definamos c; = h(w;) fa,- d¢. La estimacion estandar
asegura que paracadai € {1,..., t} tenemos que

(8¢, 2)—g(w;,2)d¢| <eL(o).

g

Ci _
Uig(f,Z)df—Z_—wi' =

Sig(z) = ;:1 ci(z—w;)"!, obtenemos que |f — glg < L(0)€, como queriamos

probar. O

De la forma en que probamos la férmula de Cauchy para compactos y de este
lema deducimos el siguiente

Lema 6.4 (de aproximacioén). Toda funcién en ©(Q) puede aproximarse unifor-
memente sobre K por funciones racionales con polos simples fuera de K.

Notemos que en la demostracién del Lema 6.3, y luego en el lema anterior, el
numero de polos que necesitamos para aproximar a una funcién holomorfa
aumenta a medida que buscamos mejores aproximaciones. El siguiente lema
afirma, esencialmente, que podemos usar solo un polo por cada componente
conexa de C~ K para lograr esta aproximacion.

Lema 6.5 (de intercambio de polos). Sea C una componente de C ~ K y sean
c,c’ € C. Entonces (z—¢)~! puede aproximarse uniformemente sobre K por po-
linomiosen (z—c)~'. En particular, si C es la componente no acotada deC~ K,
(z—-¢)"! puede aproximarse uniformemente por polinomios.

Demostracién. Para cada w ¢ K sea L(w) el conjunto de funciones en 0(K)
que pueden ser aproximadas uniformemente por polinomios en (z—w)~'. Esta
claro quesi (z—1) ™! € L(u) ysi (z—u) ™! € L(p) entonces (z—A)~! € L(p). Primera
afirmacion del teorema es que C={w e C: (z—w)~' € L(¢)} =: D.

Ciertamente D es no vacio, pues ¢’ € D. Afirmamos que si w € D y si B es un
disco en C con centro en w, entonces B estd contenido en D. Dado que C es
abierto, esto prueba que C = D. Para ver que tal afirmacién es cierta, tomemos
w' € B. Podemos escribir a (z—w') ! como una serie geométrica ¥ (w'—w)" (z—
w)~ "1 que converge normalmente en C ~ B, y luego lo hace uniformemente
en K. Esto implica que (z— w)~! € L(w). Como (z— w)~! € L(c'), resulta que
w' € D, como queriamos ver.

Para terminar, notemos que si C es no acotada existe u € C tal que K < B(0, |u|),
y para cada n € N la funcién (z — u) ™" puede aproximarse en B(0, |u|) por sus
polinomios de Taylor en torno al origen, y luego uniformemente en K por tales
polinomios. Por lo que ya probamos, si ¢ € C entonces (z— c)~' puede aproxi-
marse también por polinomios, como queriamos. O
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Notemos que en el caso de aproximacién por polinomios, el lema dice que
podemos intercambiar un polo finito en la componente no acotada por el polo
en infinito.

Los teoremas de Runge

Dado un subconjunto arbitrario P ¢ C, sea C[z; P] la C-algebra de funciones
racionales sobre C cuyos polos estan contenidos en P.

Teorema 6.6. SiP < C~K cortaa cada agujero de K, toda funcion en © (K) puede
aproximarse uniformemente por funciones en C|z; P].

Demostracién. Sea f € O(K) y € > 0. Como f es holomorfa en algtin entorno
abierto de K, sabemos que existe una funcién racional de la forma

.
q(2) =Y cilz—w) ™
i=1

donde w; € C~ K tal que |f — glx < €. Si w; estd en un agujero de K, existe por
hipétesis un z; € P en este mismo agujero, y el lema de intercambio de polos
dice que podemos aproximar a (z — w;)~! uniformemente por polinomios en
(z—z;)~}. Siporotrolado w; esta enla componente no acotada, podemos apro-
ximar a (z — w;)~! uniformemente por polinomios. Esto implica, ciertamente,
que existe g € C[z; P] tal que | f — glk < 2¢, y prueba el teorema. O

De inmediato deducimos el siguiente teorema.

Teorema 6.7. Si K es compacto y estd contenido en (, y si ningtin agujero de K
estd contenido en Q, toda funcién en O(K) puede aproximarse uniformemente
sobre K por funciones racionales que son holomorfas sobre Q. En particular, si
K no tiene agujeros, toda funcién en O(K) puede aproximarse uniformemente
sobre K por polinomios.

Demostracién. En efecto, en este caso podemos elejir al conjunto P de polos
para que no corte a Q. Si K no tiene agujeros la demostracion del teorema ante-
rior prueba que podemos tomar solo polinomios en la aproximacién uniforme
auna f € 0(K). O

7. Ejercicios
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N I 1) 1
Ejercicio 167. Probarque [] (1-—|=-.
n=2 n 2

(o)
Ejercicio 168. Probar que H (1 + zzn)

n=0

1
—— paracadazeE.
1-2z

o0

Ejercicio 169. El producto [ [ (1-z") converge uniformemente sobre compac-
n=1

tos en E, y por lo tanto define una funcién holomorfa alli.

0 52

n°z
Ejercicio 170. Pruebe que el producto
) 4 p El n?z+1

morfa en el semiplano H = {z € C : R(z) > 0}. Encuentre sus ceros y sus mul-
tiplicidades.

define una funcién holo-

= z

Ejercicio 171. Pruebe que [] cos(z—n) define una funcién entera. Encuentre
n=1

sus ceros y sus multiplicidades.

9 z z
Ejercicio 172. Probar que H (1 + —) e n define una funcién entera.
n=1 n

g2

Ejercicio 173. Sea g(z) = sen(nz). Teniendo en cuenta que )

demuestre que
sen(nz) l°_°[ (1 zz)

Tz

= ncotg(nz),

Productos de Blaschke

Ejercicio 174.Seand,ze CyreRtalesque0<|d| <1y|z| <r <1.Probar que

'ldl z—d ‘ 1-|d|
—_— 1|2 .
d (1-dz) 1-r

Ejercicio 175. Sea {a,},en < C una sucesion con términos no nulos en E que
cumple la condicién de Blaschke
o0
1-lanl) <oo.

n=1

Pruebe que
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define una funcién holomorfa b : E — E. ;Cuéles son sus ceros?

Ejercicio 176. Demostrar que existe una funcién f : E — C holomorfa que no
se extiende de manera holomorfa a ningtin abierto conexo que contenga a [E
propiamente. Sugerencia: use el ejercicio anterior.

Ejercicio 177. Usando la funcién biholomorfa ¢ : H — E tal que z— 2—;}, en-

cuentre una “condicién de Blaschke” para una sucesién en H, y el producto
infinito correspondiente.

Ejercicio 178.Sea f € O(E) acotada y sean dj,...,d, € E ceros distintos de f.
Pruebe que

z—d; z—dy
dl z—1 d_nz -1
para cada z € E. Deduzca la desigualdad de Jensen: |f(0)| < |dy --- dyl| fIg. Suge-
rencia: imite la demostracién del lema de Schwarz.

|f(2)l < |fle

Ejercicio 179. Pruebe quesi f € O(E) es acotada, y si (d,) ,en €5 Una enumera-
cién de sus ceros, entonces cumple la condicién de Blaschke.

Ejercicio 180. Pruebe que no existe una funcién holomorfa, no nula y acotada
E— Equeseanulaen1—1/nparacadaneN.



Bibliografia

[Apo]

[Ash]

[Dix]

[Lan]

[Pol]

[Por]

[RemA

[RemB]

[Spi]

Tom M. Apostol. Mathematical analysis: a modern approach to ad-
vanced calculus. Addison-Wesley Publishing Company, Inc., Reading,
Mass.

Robert B. Ash. Complex Variables. Dover Books on Mathematics. Dover
Publications.

John D. Dixon. A brief proof of cauchy’s integral theorem. Proc. Amer.
Math. Soc., 29:625-626.

Serge Lang. Complex analysis, volume 103 of Graduate Texts in Mathe-
matics. Springer-Verlag, New York, 3 edition.

G. Pélya. Problems and theorems in analysis. Vol. I: Series, integral cal-
culus, theory of functions. Springer-Verlag, New York-Berlin. Transla-
ted from the German by D. Aeppli; Die Grundlehren der mathematis-
chen Wissenschaften, Band 193.

M. B. Porter. Concerning series of analytic functions. Ann. of Math. (2),
6(4):190-192.

Reinhold Remmert. Classical topics in complex function theory, volu-
me 172 of Graduate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York.
Translated from the German by Leslie Kay.

Reinhold Remmert. Theory of complex functions, volume 122 of Gra-
duate Texts in Mathematics. Springer-Verlag, New York. Translated
from the second German edition by Robert B. Burckel; Readings in
Mathematics.

Michael Spivak. Calculus on manifolds. A modern approach to clas-
sical theorems of advanced calculus. W. A. Benjamin, Inc., New York-
Amsterdam.



178 | Bibliografia Andlisis Complejo

[Vit]

[Wes]

G. Vitali. Sulle serie di funzioni analitiche. Rend. Ist. Lombardo, 2:771—
774.

Caspar Wessel.  On the Analytical Representation of Direction.
Matematisk-fysiske meddelelser. Kgl. Danske Videnskabernes Selskab,
1999. An Attempt Applied Chiefly to Solving Plane and Spherical Poly-
gons.



	Números complejos y funciones complejas
	Conceptos básicos
	El cuerpo de números complejos
	Funciones con valores complejos

	El plano complejo extendido
	Proyección estereográfica
	El punto en el infinito

	Derivadas complejas
	Definición y propidades elementales 
	Relación con la derivabilidad real
	Funciones conformes

	Funciones en C*
	Funciones continuas en el infinito
	Funciones racionales en C*
	Homografías
	Razón doble e inversión

	Grupos de homografías (Próx.)
	Ejercicios

	Series de potencias
	El álgebra de series de potencias
	Series formales
	Radio de convergencia de una serie
	El álgebra de series convergentes

	Operaciones sobre series
	Derivación e integración de una serie
	Composición de series de potencias

	Las series de potencias son analíticas
	Ejercicios

	Integrales de línea y teoría de Cauchy
	Integración compleja
	Notación y convenciones
	Integrales en intervalos
	Integrales de línea

	Teoría de Cauchy en discos
	Teorema de Goursat
	El teorema integral
	Prueba de la fórmula integral de Cauchy
	Una aplicación del teorema integral
	Desarrollo en series de potencias

	Primitivas e invarianza homotópica
	Primitivas a lo largo de caminos
	Homotopías y regiones simplemente conexas

	Ejercicios

	Teoremas fundamentales sobre funciones holomorfas
	Control de las derivadas
	Estimaciones de Cauchy
	El teorema de Liouville

	Tres teoremas fundamentales
	El teorema de la identidad
	El teorema del módulo máximo 
	El teorema de la aplicación abierta 
	Ejercicios

	Extensión de funciones holomorfas
	El teorema de continuación de Riemann
	Singularidades en la frontera
	Ejercicios

	Funciones biholomorfas
	Raíces e inyectividad local
	Criterio de biholomorfía
	Forma local normal

	Ejercicios

	Teoría de Cauchy general
	Lazos nulhomólogos y la fórmula integral
	El índice como función de lazos
	El índice como función de puntos
	Caracterización de los lazos nulhomólogos

	Regiones homológicamente simplemente conexas
	Raíces y logaritmos holomorfos
	Caracterización de las regiones HSC

	Ejercicios

	Singularidades
	Singularidades aisladas
	Polos
	Singularidades esenciales
	Singularidades en infty

	Series de Laurent
	La fórmula de Cauchy en anillos
	Series de Laurent
	Ejemplos

	Funciones meromorfas
	Funciones racionales

	Residuos
	Teorema de los Residuos
	Cálculo de Residuos
	Ejemplos

	Enumeración de polos y ceros
	El teorema de Rouché

	Aplicaciones
	La fórmula de Jacobi e inversión de Lagrange
	Cálculo de integrales y sumas mediante residuos (Próximamente)

	Ejercicios

	El espacio de funciones holomorfas
	El espacio C(D)
	Convergencia local uniforme
	Convergencia y metrizabilidad
	Independencia de la exhaución

	Familias de funciones
	El teorema de Montel
	Otros teoremas clásicos

	Una aplicación del teorema de Vitali
	La función Gamma de Euler
	Fórmula de reflexión

	El teorema de Riemann
	Existencia
	Unicidad

	Series de funciones
	Convergencia normal
	Series de funciones meromorfas

	Las series de Eisenstein (Próximamente)
	Ejercicios

	Teoremas de representación y de aproximación
	Productos infinitos
	El teorema de Weierstrass
	Divisores y el problema de Weierstrass
	Los factores elementales y el caso que O=C
	Productos canónicos

	Funciones elípticas
	La función sigma de Weierstrass.
	Las funciones zeta y p de Weierstrass.
	La ecuación diferencial y la función modular (Próximamente)

	El teorema de Mittag–Leffler (Próx.)
	Productos de Blaschke (Próx.)
	Teoría de Runge
	La fórmula de Cauchy para compactos.
	Aproximación e intercambio de polos
	Los teoremas de Runge

	Ejercicios


